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КАФЕДРI ПРИКЛАДНОЇ МАТЕМАТИКИ
ТА IНФОРМАЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ
ЧЕРНIВЕЦЬКОГО НАЦIОНАЛЬНОГО

УНIВЕРСИТЕТУ – 55 РОКIВ
Ярослав Бiгун

Вступне слово
9 червня 2017 р. виповнилось 55 рокiв вiд часу заснування на

фiзико-математичному факультетi Чернiвецького державного унi-
верситету (ЧДУ) кафедри прикладної мате-матики та механi-
ки (ПММ). 10 червня 2004 р. кафедра ПММ отримала назву при-
кладної математики, а з 1 вересня 2014 р. – прикладної мате-
матики та iнформацiйних технологiй (ПМIТ).

За час своєї дiяльностi кафедрою пiдготовлено бiля 1400 фахiв-
цiв, з них 157 магiстрiв прикладної математики. Серед випускни-
кiв кафедри 13 докторiв наук, бiльш як 60 кандидатiв наук i пер-
ший з випускникiв математичного факультету член-кореспондент
НАН України, Василь Юхимович Слюсарчук, є випускником
нашої кафедри 1970 р. I перша жiнка на факультетi, доктор фiзико-
математичних наук, Олена Олексiївна Карлова, також випускни-
ця 2002 р. нашої кафедри.

Кафедра веде пiдготовку бакалаврiв i магiстрiв зi спецiальностi
113 – прикладна математика, галузь знань 11 – математика i стати-
стика. Кафедра забезпечена професiйно пiдготовленими викладача-
ми, спiвпрацює з провiдними спецiалiстами Iнституту математики та
Iнституту кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН України, Київського,
Львiвського, Харкiвського нацiональних унiверситетiв, Нацiональ-
ного унiверситету «Львiвська полiтехнiка” та iнших вузiв України.
Кафедра налагодила спiвробiтництво з Iнститутом прикладної мате-
матики та механiки Варшавського унiверситету, фахiвцями з iнфор-
мацiйних технологiй i комп’ютерного моделювання з Канади, Поль-
щi, Румунiї, Молдови.

Активно спiвпрацює кафедра з комп’ютерними компанiями
SharpMinds, MobiDev, Svitla System, SoftServe, ТзОВ "Юкон Со-
фтваре шведсько-українським медичним центром Angelholm та iн-
шими установами, на яких працюють чимало випускникiв i студен-
тiв кафедри. Про це свiдчить низка семiнарiв i циклiв практичних
занять, проведених спiвробiтниками компанiй за участю кафедри, а
також участь провiдних фахiвцiв цих компанiй у роботi семiнару.

У навчальному процесi кафедра забезпечує дисциплiни з циклу
природничо-наукової, професiйної та практичної пiдготовки, части-
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ну з яких слухають i студенти iнших спецiальностей. Зокрема, ка-
федра забезпечує такi дисциплiни: об’єктно-орiєнтоване програмува-
ння, алгоритми i структури даних, архiтектура комп’ютерiв, опера-
цiйнi системи, розробка мобiльних додаткiв для ОС Android, систем-
не програмування, проектування програмних систем, обчислюваль-
на геометрiя та комп’ютерна графiка, дискретна математика, мате-
матична логiка та теорiя алгоритмiв, числовi методи, конфлiктно-
керованi процеси та нелiнiйнi моделi, комп’ютерна математика, те-
орiя iнформацiї та кодування, основи iнтернет-технологiй, розроб-
ка UI/UX дизайну, серверна мова PHP, Frontend-розробка Web-
додаткiв, технологiї програмування мовою Python, комп’ютерне мо-
делювання еколого-економiчних систем, теорiя iмпульсних систем,
основи математичного моделювання та системного аналiзу, платфор-
ми корпоративних iнформацiйних систем.

У 2016–2020 рр. кафедра виконує науково-дослiдну роботу
”Конструктивнi та якiснi методи дослiдження диференцiально-
функцiональних рiвнянь i математичне моделювання економiчної
поведiнки, природничих та iнформацiйних процесiв” (наук. кер.
проф. Я.Й. Бiгун) та бере участь у виконаннi бюджетної НДР ”Ана-
лiтичнi та наближенi методи дослiдження нових класiв еволюцiйних
неперервних i дискретних систем” (наук. кер. проф. Р.I. Петришин).

Кафедра провела в ЧНУ у 2003 р. мiжнародну конференцiю ”Шо-
стi Боголюбовськi читання”, в 2012 р. Всеукраїнську конференцiю
”Диференцiальнi рiвняння та їх застосування в прикладнiй матема-
тицi” до 50-й рiчницi з часу заснування кафедри ПММ, у 2016 р. ра-
зом з кафедрою математичного моделювання i кафедрою диференцi-
альних рiвнянь провела мiжнародну конференцiю ”Диференцiально-
функцiональнi рiвняння та їх застосування”, присвячену 80-рiччю
вiд дня народження професора В.I. Фодчука.

Вiдкриття кафедри
Кафедра прикладної математики та механiки органiзована згiдно

з наказом № 404 мiнiстра ВССО України вiд 9 червня 1962 р. До
її складу увiйшли викладачi-механiки з кафедри диференцiальних
рiвнянь та група викладачiв й iнженерiв iз кафедри математичного
аналiзу.

Об’єктивними причинами створення кафедри, яка б вела пiдго-
товку фахiвцiв з розробки математичного i програмного забезпече-
ння ЕОМ, було iнтенсивне впровадження ЕОМ в автоматизацiю ви-
робництва, розвиток космiчних та вiйськових програм, науковi до-
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слiдження. Вiдкриття кафедри стало логiчним пiдсумком запрова-
дження в 1959 р. на кафедрi математичного аналiзу за iнiцiативою
й активною участю проф. М.К. Фаге спецiалiзацiї з обчислювальної
математики [1]. У цьому ж роцi було здiйснено набiр 25 студентiв для
навчання з цiєї спецiалiзацiї, перший випуск яких вiдбувся в червнi
1962 р.

Свiй перший навчальний рiк кафедра працювала у такому складi:
завiдувач кафедри доцент В.П. Рубаник, доцент Ю.М. Круг, ст. ви-
кладач Х.А. Цареградський, асистенти М.М. Майданюк, Л.К. Ста-
рик, З.Л. Кравченко, З.I. Вiтер, Г.Т. Герасимчук, В.С. Шкiльнюк,
Ю.I. Марченко, Є.Ф. Царков, iнженер Ю.М. Сичов, ст. мех. Р. Мам-
чур, лаб. Г.М. Островська, аспiранти Б.С Гайсенюк i Г.В . Ножак.

Перший завiдувач кафедри ПММ
Органiзатором кафедри ПММ та її першим завiдувачем у 1962–

1972 рр. був проф. Василь Павлович Рубаник. У 1968–1972 рр.
вiн працював також проректором з наукової роботи ЧДУ. Перед за-
вiдувачем кафедри постали непростi задачi з пiдбором викладачiв
та забезпеченням їх навантаженням, придбанням обчислювальної
технiки. Працiвники кафедри ПММ 60-х рокiв вiдзначають велику
працездатнiсть завiдувача, його толерантнiсть, вмiння органiзувати
роботу.

Професор В.П. Рубаник започаткував наукову тематику, яка на
той час була досить популярною в Українi й свiтi, мала прикладне
значення, не залишається поза увагою i в наш час. Вiн та його учнi
дослiджували квазiлiнiйнi коливнi системи iз запiзненням пiд дiєю
детермiнованих та випадкових збурень, для таких систем розвивав-
ся метод усереднення й асимптотичний метод Крилова-Боголюбова.
Дослiджувалась взаємодiя й синхронiзацiя в нелiнiйних коливних
системах iз запiзненням, коливнi процеси з розподiленими параме-
трами та iншi питання. Спiльно iз Є.Ф. Царковим, тепер габiлiтова-
ним професорм Ризького технiчного унiверситету, В.П.Рубаник за-
початкував дослiдження стохастичних диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням.

У 1964 р. В.П. Рубаник захистив докторську дисертацiю ”Коли-
вання квазiлiнiйних систем з запiзнюючими зв’язками”. В 1969 р.
опублiкована його перша монографiя [2]. В його науковому доробку
ще монографiя [3], посiбник [4] та понад 80 праць. Вiн доклав зна-
чних зусиль у проведеннi в Чернiвецькому унiверситетi трьох Все-
союзних мiжвузiвських конференцiй iз диференцiальних рiвнянь з
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аргументом, що вiдхиляється в 1965, 1968 i 1972 рр.
З 1976 р. В.П. Рубаник працював у Гомельському унiверситетi

(Бiлорусь). Помер 9 квiтня 1993 року й похований в м. Гомель.

Викладачi 60-х
У 1963 р. вiдбулись двi подiї: унiверситет отримав ЕОМ I поко-

лiння Минск-14 i при кафедрi ПММ було створено обчислювальну
лабораторiю. З 1968 р. по сiчень 1972 р. завiдував нею Євгенiй Фе-
дорович Царков, талановитий математик, який пiдготував та до-
помiг завершити 5 кандидатських дисертацiй. Вiн працював на ка-
федрi з вересня 1962 р. по червень 1963 р. i з вересня 1968 р. по сiчень
1972 р. Разом з В.П. Рубаником започаткували в Чернiвецькому унi-
верситетi дослiдження рiзницевих та стохастичних диференцiально-
функцiональних рiвнянь.

До роботи на кафедрi В.П. Рубаник залучав здiбних випускникiв.
Iван Юхимович Гатенюк з 1 сiчня 1965 р. працював асистентом
кафедри до переходу 25 сiчня 1969 р. на посаду старшого iнжене-
ра обчислювальної лабораторiї ЧДУ. У 1965 р. i з 1970 по 1972 р.
викладачем кафедри працював Петро Костянтинович Вигнан.
В.П. Рубаник був науковим керiвником аспiранта Георгiя Васи-
льовича Ножака, який у 1966 р. захистив кандидатську дисер-
тацiю ”Построение процессов в амплитудно-импульсных системах с
распределенными параметрами”, працював на кафедрi ПММ у 1964–
1971 рр., доцент з 1970 р.

З часу вiдкриття кафедри в 1962 р. й до 2000 р. на кафедрi пра-
цював Петро Федорович Ярема, доцент з 1973 р. Кандидатську
дисертацiю ”Деякi задачi синхронiзацiї автоколивних систем iз запi-
зненням” захистив у 1970 р. (наук. кер. проф. В.П. Рубаник). Читав
курси з вищої математики, теоретичної i прикладної механiки. Опу-
блiкував понад 50 наукових i методичних праць.

Десять рокiв на кафедрi ПММ викладав Марк Iллiч Букатар,
доцент кафеди з 1972 р. У 1969 р. захистив кандидатську дисертацiю
”Исследование случайных процессов в квазилинейных дифференци-
альных уравнениях с запаздыванием” (наук. кер. В.П. Рубаник).

З 01.09.1962 i до 30.06.1990 на кафедрi працювала Зiнаїда Ле-
онiдiвна Кравченко, доцентом кафедри обрана в 1979 р. Канди-
датську дисертацiю ”Застосування стробоскопiчного методу М. Мi-
норського до дослiдження квазiлiнiйних систем iз запiзненням” за-
хистила в 1969 р. (наук. кер. проф. В.П. Рубаник).

З 1962 по 1972 рiк на кафедрi працювали Марiя Миколаївна
Iгнатенко, яка в 1969 р. захистила кандидатську дисертацiю ”До-
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слiдження випадкових процесiв в лiнiйних системах з запiзненнями”,
та Юлiя Iванiвна Марченко, у 1967 р. вона захистила кандидат-
ську дисертацiю ”Взаємна синхронiзацiя автоколивних систем при
наявностi хвильових i запiзнюючих зв’язкiв”. Їх науковим керiвни-
ком також був Василь Павлович.

З 1963 р. по 1999 р. на кафедрi працював Михайло Леонович
Свердан, старший викладач iз 1970 р., у 1978 р. обраний доцентом
кафедри ПММ, з 1998 р. професором. Михайло Леонович з 1992 р.
проректор ЧДУ, а з 1998 р. i до 31 серпня 2004 р. – першим проректо-
ром. Його науковi дослiдження стосуються стiйкостi динамiчних си-
стем з фелерiвськими та марковськими параметрами i маркiвським
ланцюгом у перемиканнях за часом, а також вивчення питання стiй-
костi iмпульсних систем з марковськими перемиканнями. Доктор-
ську дисертацiю ”Стiйкiсть iмпульсних динамiчних систем з випад-
ковими збуреннями” захистив у 1997 р. Вiн був науковим керiвником
двох кандидатських дисертацiй.

На кафедрi працювали викладачi Любов Iванiвна Ясинська
(1966–1972 рр.), Любов Костянтинiвна Шеляг (1966–1972 рр.), Б.О.
Коваль (1966–1972 рр.).

Випускник кафедри ПММ 1970 р. В.Ю. Слюсарчук, перший з
випускникiв факультету, обраний член-кореспондентом Нацiональ-
ної академiї наук України (6 березня 2015 р.). На другому роцi
аспiрантури в 1972 р. захистив кандидатську дисертацiю ”Стiйкiсть
розв’язкiв рiзницевих рiвнянь у банаховому просторi”, а в 1987 р.
– докторську дисертацiю ”Обмеженi розв’язки функцiональних i
функцiонально-диференцiальних рiвнянь”. Працював на кафедрi в
1973–1974 рр.

Школу механiки на кафедрi з 1963 по 1987 рiк представляв Пав-
ло Прохорович Вчерашнюк. У 1963 р вiн захистив кандидатську
дисертацiю ”Застосування методу канонiчного усереднення в зада-
чах динамiки штучних супутникiв Землi” (наук. керiвники – акаде-
мiк Ю.О. Митропольський i проф. В.О.Гробов). Доцентом кафедри
обраний у 1965 р. Читав курси з теоретичної механiки, вищої мате-
матики, спецкурс iз небесної механiки. Опублiкував понад 40 науко-
вих праць, навчальний посiбник [5]. Пiд його керiвництвом виконав
кандидатську дисертацiю викладач кафедри ПММ Д.О.Мiгуца.

Iз сiчня 1967 р. по вересень 1985 р. на кафедрi працював Ан-
тон Михайлович Садовяк, випускник кафедри 1965 р. Обраний
доцентом 30 жовтня 1978 р. Кандидатську дисертацiю ”Cистеми лi-
нiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь” захистив 25 грудня
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1975 р. (наук. кер. проф. В.П. Рубаник i доц. Є.Ф. Царков).
40 рокiв, з 01.09.1967 по 31.08.2010 р., на кафедрi працювала Нiна

Володимирiвна Котенко, яка закiнчила кафедру ПММ у 1967 р.,
доцент кафедри з 1994 р. Її науковi дослiдження пов’язанi з розв’язу-
ванням в рамках класичної i узагальненої термомеханiки зв’язаних
i незв’язаних динамiчних задач термопружностi для масивних тiл.
Кандидатську дисертацiю ”Обобщенные динамические задачи тер-
моупругости для массивных тел” захистила 22 травня 1992 р. (наук.
кер. професор М.П. Ленюк).

Дмитро Олексiйович Мiгуца, кандидат фiз.-мат. наук, до-
цент. У 1969–2012 рр. – викладач на кафедрi ПММ, доцентом обра-
ний у 1988 р. У 1977 р. захистив кандидатську дисертацiю ”Динамiка
обертальних рухiв твердого тiла вiдносно неголовних осей iнерцiї”
(наук. керiвник доцент П.П. Вчерашнюк). Дослiджував рух твердо-
го тiла вiдносно центра мас з врахуванням вiдцентрових моментiв
iнерцiї i тiл змiнної маси, динамiку руху твердого тiла вiдносно цен-
тра мас в неголовних осях iнерцiї пiд дiєю гравiтацiйних та аеро-
динамiчних збурень. Читав лекцiї з методiв наближених обчислень,
теоретичної механiки, вищої математики, основ iнформатики. Ав-
тор понад 45 наукових i 14 навчально-методичних праць

Кафедрою ПММ у 1963–1972 рр. пiдготовлено 286 фахiвцiв iз
прикладної й обчислювальної математики, з яких захистили доктор-
ськi дисертацiї I.С. Мостовяк, В.Ю. Слюсарчук, М.В. Андрє-
єв, В.К. Ясинський, I.С. Мостовяк, М.Л. Свердан та понад
15 колишнiх студентiв захистили кандидатськi дисертацiї з фiзико-
математичних i технiчних наук.

Лаборантами кафедри в той час працювали Г.М. Островська
(1962–1963 р.), Л.К. Шеляг (1965 р.), Б.О. Коваль (1966 р.), Т.Г.
Слонецька та iншi.

Другий завiдувач кафедри ПММ
Вагомий внесок у розвиток кафедри i напряму з дослiдження

регулярно i сингулярно збурених диференцiально-функцiональних
рiвнянь (ДФР) належить випускнику кафедри диференцiальних рiв-
нянь ЧДУ Василю Iвановичу Фодчуку (30.01.1936-09.05.1992),
який завiдував кафедрою в 1972-1992 рр.

Докторську дисертацiю ”Асимптотичнi методи нелiнiйної механi-
ки в теорiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь” захистив у 1972 р.
В дисертацiйнiй роботi встановлено умови iснування i єдиностi гло-
бальних та перiодичних розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiв-
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нянь. Вперше обґрунтовано метод усереднення на асимптотично ве-
ликому промiжку для сингулярно збуреної системи iз запiзненням,
розвинуто асимптотичнi методи для диференцiальних рiвнянь ней-
трального типу, побудовано й дослiджено iнтегральнi многовиди для
ДФР.

20 листопада 1972 р. В.I. Фодчук зарахований на посаду завiдува-
ча кафедри ПММ. Тут у повнiй мiрi проявився його науковий, педа-
гогiчний та органiзаторський талант. Вiн був науковим керiвником
кандидатських дисертацiй: В.А. Домбровського (1972 р.), А. Хол-
матова (1975 р.), М.С. Бортея (1980 р.), Я.Й. Бiгун (1981 р.), М.М.
Попова (1987 р., науковий. спiвкерiвник А.М. Плiчко), I.М. Черевка
(1983 р.), I.I. Клевчука(1986 р.), I.В. Якiмова (1989 р.).

Науковi результати В.I. Фодчука вiдображенi в монографiї [6] i
122 публiкацiях . i стосувались широкого кола питань теорiї ДФР.

Василь Iванович надавав значної уваги застосуванню математи-
чних методiв у прикладних дослiдженнях, розвитку комп’ютерно-
го забезпечення кафедри. Пiд його керiвництвом виконувалось три
госпдоговiрнi теми. Також вiн керував НДР ”Наближенi методи до-
слiдження систем регулярно i сингулярно збурених диференцiально-
функцiональних рiвнянь”, яка була включена в Республiканську про-
граму.

Професор В.I. Фодчук вдало поєднував наукову та навчально-
виховну роботу. За результатами наукових дослiджень вiн читав
спецкурс ”Додатковi глави фiзико-математичних дисциплiн”, ”Асим-
птотичнi методи”. Високопрофесiйно пiдходив до викладання вищої
математики на загальнотехнiчному факультетi.

Вiдiйшов у вiчнiсть Василь Iванович Фодчук 9 травня 1992 р.
Похований в м. Чернiвцi.

Викладачi 70-80-х рокiв
З вересня 1973 р. на кафедрi ПММ старшим викладачем працю-

вав Володимир Кирилович Ясинський, iз 1986 р. доцентом кафе-
дри ПММ. Пiдготував бiльше 10 кандидатiв фiзико-математичних
наук. Володимир Кирилович – лауреат премiї iменi Юрiя Федькови-
ча з розвитку нацiональної освiти (2003 р.), з 1996 року – професор
кафедри математичного моделювання, з 2009 – академiк АН ВШ
України по вiддiленню математика.

З 25 грудня 1973 р. до 31 грудня 2001 р. на кафедрi працював
Мирослав Степанович Бортей, доцент з 1986 р. Кандидатську
дисертацiю ”Дослiдження i побудова квазiперiодичних розв’язкiв не-
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лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь” захистив у 1980
р. (наук. кер. проф. В.I. Фодчук). Дослiджував питання асимпто-
тичної звiдностi нелiнiйних ДФР та дослiдження квазiперiодичних
розв’язкiв ДФР iз частинними похiдними.

З 1974 р. по 2015 р. на кафедрi працювала Михайлина Ми-
хайлiвна Дрiнь, кандидат фiзико-математичних наук, доцент з
1989 р. Дослiджувала нелокальнi крайовi задачi для параболiчних
псевдодиферен-цiальних рiвнянь. У 1986 р. захистила кандидатську
дисер-тацiю ”Оператори Грiна параболiчних задач спряження” (на-
ук. кер. проф. С.Д. Iвасишен). Вела заняття з курсу вищої мате-
матики, баз даних та iнформацiйних систем, числових методiв ма-
тематичної фiзики, дискретної математики, математичних моделей
природничих процесiв. Опублiкувала понад 50 наукових i науково-
методичних праць.

Доктор фiз.-мат. наук, професор, декан факультету математики
та iнформатики Iгор Михайлович Черевко працював на кафедрi
ПММ у 1978–2003 рр., з 1983 р. доцент кафедри. В 1983 р. захи-
стив кандидатську дисертацiю ”Дослiдження iнтегральних многови-
дiв сингулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь”.
Читав курс числовi методи, спецкурси з теорiї наближень, комп’ю-
терних мереж. З серпня 2003 р. завiдувач кафедри математичного
моделювання на факультетi прикладної математики, декан факуль-
тету з .

Ним розроблена методика дослiдження сингулярно збурених
ДФР методом iнтегральних многовидiв, побудовано й обґрунтовано
схеми апроксимацiї початкових i крайових задач та дослiдженi iтера-
цiйнi алгоритми знаходження їх розв’язкiв. Опублiкував понад 200
наукових та навчально-методичних праць, серед яких 1 монографiя
та 6 пiдручникiв.

Iгор Вiкторович Якiмов працював на кафедрi з 1983 по 2001
рiк, доцент кафедри ПММ з 1994 р. Кандидатську дисертацiю ”А-
симптотичнi розклади розв’язкiв сингулярно збурених диференцi-
альних рiвнянь з аргументом, що вiдхиляється” (наук. кер. проф.
В.I. Фодчук) захистив у 1989 р. Читав курси з дискретної математи-
ки, системного програмування, об’єктно-орiєнтованог програмуван-
ня, теорiї складностi обчислень. Автор 25 наукових i 3 навчально-
методичних працi.

Доктор фiз.-мат. наук, доцент Iван Iванович Клевчук пра-
цював на кафедрi з 1979 по 1994 р. У 1986 р. захистив кандидат-
ську дисертацiю ”Принцип зведення i динамiчна еквiвалентнiсть для
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диференцiально-функцiональ-них рiвнянь” (наук. кер. В.I. Фодчук).
У 2017 р. захистив док-торську дисертацiю ”Дослiдження асимптоти-
чної поведiнки розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь”.

З лютого 1979 р. до листопада 1982 р. i з грудня 1985 р. до ве-
ресня 1989 р. асистентом кафедри ПММ працював А.Р. Семчук.
Кандидатську дисертацiю ”Числове розв’язу-вання задач на власнi
значення в цилiндричнiй системi координат” захистив у 1992 р.

Лаборантами кафедри працювала Л.Ю. Доскалюк (1971–1984
р.), С.В. Здерчук (1984–1988 р.), С.I. Курiнна, Г.О. Дяконюк,
Н.В. Мухiна i О.М. Баланюк, яка згодом працювала iнженером
у комп’ютерному класi.

Кафедра ПММ в 90-тi рр.
Завдяки зусиллям кафедри i декана математичного факульте-

ту Володимира Васильовича Крехiвського та його заступника
Богдана Iвановича Гольця кафедра вже мала затверджену спе-
цiальнiсть 0647 – прикладна математика. За 10 рокiв, з 1992 по 2001
рiк кафедрою пiдготовлено 330 фахiвцiв.

З 10 травня 1992 року завiдувачем кафедрою ПММ призначено
доцента Я.Й. Бiгуна. Продовжено виконання роз-початої професо-
ром В.I. Фодчуком НДР ”Асимптотичнi i числово-аналiтичнi методи
дослiдження диференцiально-функцiональних рiвнянь”. Проведено в
1992 р. нараду-семiнар виконавцiв Республiканської програми, коор-
динував яку, тепер академiк НАН України, Микола Олексiйович
Перестюк. У 1996 р. була проведено Всеукраїнську конферен-
цiю ”Диференцiально-функцiональнi рiвняння та їх застосу-
вання”. Видано в Iнститутi математики АН України три збiрники
наукових праць [7–8] i колективну монографiю [6].

У 1996-2001 роках кафедрою прикладної математики i механiки
завiдував Петришин Роман Iванович, тепер перший проректор
ЧНУ, доктор фiзико-математичних наук, професор. У 1995 р. в Iн-
ститутi математики НАН України вiн захистив докторську дисерта-
цiю – ”Дослiдження коливних систем з повiльно змiнними частотами
за допомогою методу усереднення”, науковий консультант академiк
А.М. Самойленко. В 1999–2005 роках – декан математичного фа-
культету, лауреат Державної премiї України в галузi науки i технiки
(2009 р.).

Р.I. Петришин започаткував на кафедрi прикладної математики
дослiдження багаточастотних систем з iмпульсною дiєю. Ним дове-
денi новi теореми про обґрунтування методу усереднення Боголюбо-
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ва для багаточастотних гладких та iмпульсних резонансних систем
на скiнченному i нескiнченному iнтервалах, знайдено умови розв’я-
зностi широких класiв багаточастотних систем з багатоточковими
та iнтегральними умовами i таких же систем з iмпульсною дiєю.
Пiд керiвництвом професора Р.I. Петришина захистили кандидат-
ськi дисертацiї Т.М. Сопронюк, П.М. Дудницький та I.М. Данилюк.
Читав магiстрам i спецiалiстам прикладної математики курс з теорiї
iмпульсних систем. Oпублiкував понад 200 наукових i навчально-
методичних праць, серед яких три монографiї [10-12] та навчаль-
ний посiбник з грифом МОНМС [13].

Завiдувач кафедри математичного моделювання, канд. фiз.-мат.
наук, доцент Лариса Андрiївна Пiддубна з 1992 р. по вересень
2004 р. працювала на кафедрi ПММ. Кандидатську дисертацiю ”А-
проксимацiя диференцiально-рiзницевих рiвнянь звичайними дифе-
ренцiальними рiвняннями” захистила в 1999 р. (наук. кер. проф. I.М.
Черевко).

З вересня 1989 року до лютого 1999 р. лаборантом кафедри пра-
цювала Є.Д. Супрович, у 1999–2001 р. О.М. Сiвак.

Кафедра в 2000-нi роки
У 2001–2002 н.р. кафедра працювала в такому складi: проф. Пе-

тришин Р.I. (завiдувач кафедри до 01.01.2002 р.), проф. Самойленко
А.М., доценти Бiгун Я.Й. (завiдувач кафедри з 02.01.2002 р.), Дрiнь
М.М., Котенко Н.В., Маценко В.Г., Мiгуца Д.О., Черевко I.М., кан-
дидати фiзико-матема-тичних наук Пiддубна Л.А., Петришин Я.Р.,
Фiлiпчук М.П., викладачi Сопронюк Т.М., викладачi-стажисти Тим-
ку С.М. i Матвiй О.В.

На кафедрi за сумiсництвом працювали добре знанi в Українi i за
рубежем науковцi. В 1999–2002 рр. i 2010–2011 рр. професором ка-
федри працював академiк НАН України Анатолiй Михайлович
Самойленко, засновник наукової школи з теорiї багаточастотних
коливань та теорiї iмпульсних систем, що визнана математичними
центрами свiту, один з провiдних спецiалiстiв у галузi звичайних ди-
ференцiйних рiвнянь та теорiї нелiнiйних коливань. Вiн автор бi-
ля 400 наукових праць, серед яких 30 монографiй та 15 учбових
посiбникiв. Серед його учнiв 33 доктори та 87 кандидатiв фiзико-
математичних наук, якi успiшно працюють у багатьох математичних
центрах ряду країн. За значний внесок в наукову скарбницю й пiдго-
товку кадрiв у 2003 р. академiка А.М. Самойленка обрано Почесним
доктором Чернiвецького нацiонального унiверситету. Вiн був науко-
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вим консультантом докторських дисертацiй Р.I. Петришина (1995 р.)
i Я.Й. Бiгуна (2009 р.), пiд його керiвництвом у 2001 р. захистив кан-
дидатську дисертацiю викладач кафедри Я.Р. Петришин, а в 2015 р.
аспiрантка Л.М. Сергєєва.

У 2005–2006 н.р. за сумiсництвом працював професор Одеського
нацiонального унiверситету Вiктор Олександрович Плотнiков, а
в 2008–2010 Володимир Антонович Стоян, професор Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Асистентами за сумiсництвом працювали Нiна Олександрiвна
Гончарюк (2002–2004 рр.), Наталiя Михайлiвна Яценюк (2002–
2004 рр.).

Кандидат фiзико-математичних наук Павло Миколайович
Дудницький працював на кафедрi в 2002–2012 рр. У 2010 р. за-
хистив кандидатську дисертацiю ”Асимптотичнi методи дослiджен-
ня багаточастотних систем з iмпульсною дiєю” (наук. кер. – проф.
Р.I. Петришин). Дослiджував методом усереднення багаточастотнi
системи з iмпульсною дiєю та з початковими або багатоточковими
умовами. Вiв навчальнi курси з об’єктно-орiєнтованого програмува-
ння, нейронних мереж, алгоритмiв i структур даних, iнформатики.

Петришин Ярослав Романович, у 1998–2015 рр. працював
на посадi асистента. Дослiджував iснування та єдиностi розв’язкiв
крайових задач з параметрами i багатоточковими та iнтегральними
умовами для коливних систем та обґрунтування методу усереднення.
У 2001 р. захистив кандидатську дисертацiю ”Усереднення багатото-
чкових задач для нелiнiйних коливних систем з повiльно змiнними
частотами” (наук. кер. академiк А.М. Самойленко). Викладав курси
з iнформатики, програмування на Delphi. Опублiкував 18 наукових
праць i навчально-методичних посiбникiв.

У 2004-2010рр. на кафедрi працював кандидат фiзико-
математичних наук Олег Романович Клiчук, доцент кафедри з
2008 р. Займався моделюванням роботи пристроїв обробки iнформа-
цiї. На кафедрi вiв курси з iнформатики, програмного забезпечення
ЕОМ та комп’ютерних мереж. Юрiй Степанович Лiнчук працю-
вав на кафедрi з 2005 по 2010 р. Його науковi iнтереси – дослiдження
питань зображення операторiв узагальненого зсуву, їх властивостей
та застосування. В 2007 р. захистив кандидатську дисертацiю
”Деякi класи операторiв, що дiють в просторах аналiтичних фун-
кцiй i пов’язанi з комутацiйними спiввiдношеннями” (наук. кер.
член-кор. НАН України М.Л. Горбачук). Вiв заняття з дискретної
математики, теорiї iнформацiї та кодування, iнформатики.
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У 2000-х роках на кафедрi викладачами працювали декiлька ма-
гiстрiв, випускникiв кафедри: Сергiй Михайлович Тимку (2001–
2005 р.), Надiя Володимирiвна Родiмкiна (2003–2008 рр.), Свя-
тослав Любомирович Козьменко (2005–2007 рр.), Василь Ми-
хайлович Данилюк (2007–2008 рр.), Наталiя Олегiвна Стра-
тiйчук (2006–2008 рр.). Альона Олегiвна Данилюк (2005–2006
рр.), яка захистила в 2010 р. кандидатську дисертацiю ”Крайовi за-
дачi для систем параболiчного типу з iнтегродиференцiальними опе-
раторами i виродженнями” (наук. кер. – проф. М.I. Матiйчук). Ар-
хiтектор програмного забезпечення в компанiї HelloFlex group Оле-
ксандр Мафтейович Ткачик працював на посадi асистента кафе-
дри в 2011–2012 рр., Олександр Юрiйович Мельничук у 2012–
2013 рр., та Iван Олександрович Осипов у 2013–2014 рр.

Сьогодення кафедри прикладної математики та iнфор-
мацiйних технологiй

Бiгун Ярослав Йосипович, доктор фiзико-математичних
наук, професор. З травня 1992 р. до грудня 1996 р. i з сiчня 2002
р. очолює кафедру ПМIТ. У 1974 р. закiнчив кафедру МПУiК ЧДУ
за спецiальнiстю ”Обчислювальна математика” i з цього часу працює
на кафедрi, старший викладач (1981 р.), доцент (1987 р.), професор
кафедри прикладної математики (2009 р.).

Кандидатську дисертацiю ”Розробка й обґрунтування асимпто-
тичних методiв для диференцiально-функцiональних рiвнянь” захи-
стив у 1981 р. (наук. кер. – проф. В.I. Фодчук). В 2009 р. захистив
докторську дисертацiю ”Усереднення в багаточастотних системах
диференцiально-функцiональних рiвнянь” (наук. консультант ака-
демiк А.М. Самойленко). Дослiджує методом усереднення багато-
частотнi системи iз запiзненням, лiнiйно перетвореним аргументом i
точковими та iнтегральними умовами, конфлiктно керованi процеси
з iнформацiйним запiзненням, математичнi моделi iмунних процесiв.

Читає курси з обчислювальних методiв, моделювання екологi-
чних i соцiальних процесiв, математичного моделювання природни-
чих процесiв, математичних моделей динамiчних систем, паралель-
ного програмування.

Науковий керiвник трьох кандидатських дисертацiй, вчений се-
кретар спецiалiзованої вченої ради К 76.051.02 по захисту канди-
датських дисертацiй в ЧДУ та докторських дисертацiй В Iнститутi
математики та iнформатики АН Молдови. Заступник голови пiдко-
мiсiї з розробки стандарту з прикладної математики. У 1999-2004 рр.
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депутат Чернiвецької мiської ради.
Автор понад 180 наукових та навчально-методичних праць, iз них

монографiя у спiвавторствi та науково-популярна книга [14].
З 2010 року професором кафедри працює доктор фiзико-

математичних наук, професор, член-кореспондент НАН України, за-
вiдувач вiддiлу оптимiзацiї керованих процесiв Iнституту кiбернети-
ки iменi В.М. Глушкова НАН України Аркадiй Олексiйович Чи-
крiй, який очолює українську школу динамiчних iгор. Автор понад
450 наукових праць, серед яких 5 монографiй та 30 мiжнародних
оглядiв в журналах та книгах колективiв авторiв, бiльше 150 публi-
кацiй за кордоном. Науковий керiвник захищених 35 кандидатських
та 3 докторських дисертацiй. Для магiстрiв i спецiалiстiв читає курс
”Нелiнiйнi процеси та моделi”. Керує науковою роботою магiстрiв i
спiвробiтникiв кафедри. Пiд його науковим керiвництвом завершив
кандидатську дисертацiю Є.А. Любарщук.

Маценко Василь Григорович, кандидат фiзико-математич-
них наук, доцент. Закiнчив кафедру ПММ у 1975 р. за спецiальнi-
стю обчислювальна математика i почав працювати асистентом ка-
федри ПММ. Пiд керiвництвом академiка М.М. Моiсеєва захистив
кандидатську дисертацiю ”Аналiз задач динамiки вiкової структури
бiологiчних популяцiй”., Доцент кафедри ПММ з 1986 р. член спе-
цiалiзованої ради К 076.51.02. Напрям наукових дослiджень – ма-
тематичне моделюванням екологiчних систем, аналiз математичних
моделей динамiки вiкової структури, iснування стацiонарних вiко-
вих розподiлiв та їх стiйкiсть, вивчення процесiв вiдбору в розпо-
дiлених за вiком системах, iнформацiйнi технологiї. Читає курси:
обчислювальна геометрiя та комп’ютерна графiка, математичне мо-
делювання та системний аналiз, комп’ютерне моделювання еколого-
економiчних систем, сучаснi iнформацiйнi технологiї. Опублiкував
понад 90 наукових i 19 навчально-методичних праць, з них 4 з гри-
фом МОН України.

Сопронюк Тетяна Миколаївна, кандидат фiзико-
математичних наук, доцент. Закiнчила ЧДУ у 1982 роцi
за спецiальнiстю ”Прикладна математика”. З 1994 р. працює ви-
кладачем кафедри ПММ, доцент з 2004 р. У 2003 роцi захистила
кандидатську дисертацiю ”Коливання iмпульсних багаточастотних
систем” (наук. кер. проф. Р.I. Петришин). Науковi iнтереси: iм-
пульснi коливнi системи, математичне моделювання iмпульсних
систем, iнформацiйнi технологiї. Веде курси: об’єктно-орiєнтоване
програмування, системне програмування, спецiалiзованi мови про-
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грамування, теорiя компiляцiї, сучаснi технологiї програмування,
математичне моделювання систем з iмпульсною дiєю. Автор понад
60 наукових та 18 навчально-методичних праць.

Фiлiпчук Микола Петрович, кандидат фiзико-математичних
наук, доцент. У 1995 р. закiнчив ЧДУ за спецiальнiстю ”Прикладна
математика”. На кафедрi прикладної математики працює з 1995 р.,
аспiрант (1995-1998 рр.), доцент з 2003 р. У 1999 р. захистив канди-
датську дисертацiю ”Метод усереднення в крайових задачах для ди-
ференцiальних рiвнянь з вiдхиленим аргументом” (наук. кер. – доц.
Бiгун Я.Й.). Дослiджує крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь
з вiдхиленим аргументом, розробляє та обгрунтовує схеми чисельно-
аналiтичного методу для крайових задач для диференцiальних рiв-
нянь з перетвореним аргументом. Викладає курси з дискретної ма-
тематики, математичної логiки, Iнтернет-технологiй. Автор понад 30
наукових та навчально-методичних праць.

Богдан Дмитрович Шепетюк, кандитат технiчних наук, до-
цент. Працює на кафедрi на посадi доцента з 2004 р. Закiнчив у 1974
р. кафедру МПУiК на математичному факультетi в ЧДУ за спецi-
альнiстю ”Обчислювальна математика”. З 1974 по 1991 рр. працював
в Чернiвецькому фiлiалi Київського iнституту автоматики. Основ-
ними напрямками наукових дослiджень є проектування i реалiзацiя
розподiлених обчислювальних комплексiв в автоматизованих систе-
мах управлiння технологiчними процесами виробництва, моделюва-
ння оптимiзацiйних задач прикладної гiдромеханiки, iнформацiйнi
технологiї. Веде навчальнi курси з теорiї iнформацiї та кодування,
систем захисту iнформацiї, управлiння проектами, основи iнформа-
тики з елементами програмування, iнтелектуальної власностi. Автор
понад 50 наукових та навчально-методичних праць.

Данилюк Iван Михайлович, кандидат фiзико-математичних
наук, у 2004 р. закiнчив ЧНУ й отримав диплом магiстра прикла-
дної математики i з цього часу працює на кафедрi. З 2006 по 2009
р. – навчався в аспiрантурi. У 2010 р. захистив кандидатську дисер-
тацiю ”Обгрунтування асимптотичних методiв для багаточастотних
систем з вiдхиленим аргументом” (наук. кер., проф. Р.I. Петришин).
Дослiджує методом усереднення за всiма швидкими змiнними бага-
точастотнi нелiнiйнi системи iз запiзненням та багатоточковими й
iнтегральними умовами на вiдрiзку i пiвосi, побудову iнтегрального
многовиду багаточастотної системи iз запiзненням. Викладає опе-
рацiйнi системи, мережнi операцiйнi системи, комп’ютерну алгебру,
архiтектуру комп’ютерiв, iнформатику. Автор понад 14 наукових i
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двох навчально-методичних праць.
Мельник Галина Василiвна, кандидат економiчних наук. У

1991 р. закiнчила ЧДУ за спецiальнiстю ”Прикладна математика”, а
в 2006 р. – Чернiвецький торгiвельний iнститут КНТЕУ за спецiаль-
нiстю ”Облiк i аудит”. Викладачем кафедри ПММ працює з 2006 р. З
2016 р. викладач вищої категорiї з дисциплiн спецiалiзацiї та iнфор-
матики. У 2014 р. захистила кандидатську дисертацiю ”Моделюва-
ння аналiзу та оцiнювання iнформацiйних ризикiв у корпоративних
системах” (наук. кер. проф. В.В. Вiтлiнський). Дослiджує теоретичнi
та практичнi методи побудови моделей бiзнес-процесiв в iнформацiй-
них системах з використанням мереж Петрi рiзних модифiкацiй.

Читає курси з математичної теорiї ризикiв, iнформацiйних си-
стем менеджменту та маркетингу, сучасних СУБД, логiчних алго-
ритмiв та систем штучного iнтелекту, математичних методiв i моде-
лей прийняття рiшень, основ iнформатики та комп’ютерної технiки.
Автор бiля 30 наукових праць та 9 навчальних посiбникiв.

Краснокутська Iнесса Володимирiвна, кандидат фiзико-
математичних наук. У 2008 р. закiнчила кафедру прикладної ма-
тематики. В 2015 р. захистила кандидатську дисертацiю ”Усере-
днення багаточастотних систем з нетеровими крайовими умовами”
(наук. кер. проф. Я.Й. Бiгун). Дослiджує нетеровi крайовi задачi
для багато-частотних систем диференцiальних рiвнянь, автоматиза-
цiю роботи медичних установ, використання iнформацiйних техно-
логiй в сучаснiй освiтi. Викладає курси: алгоритми та структури
даних, розробка UI/UX дизайну, новi iнформацiйнi технологiї, па-
ралельне програмування. Сертифiкований спецiалiст рiвня Master з
C Fundamental. Отримала сертифiкати Coursera з вiдзнакою Стен-
фордського та Прiнстонського унiверситетiв та сертифiкат Aptis рiв-
ня С володiння англiйською мовою. Учасник проектiв, що популя-
ризують навчання програмуванню українською мовою. Виконавець
проекту ”Забезпечення якостi освiти в Українi: розвиток на базi стан-
дарту ENQA – QUAERE”.

Сергєєва Лiдiя Миколаївна у 2006 р. закiнчила кафедру
прикладної математики i працювала на посадi асистента. З 2008
р. навчалася в аспiрантурi. У 2015 р. захистила кандидатську
дисертацiю ”Глобальна апроксимацiя розв’язкiв диференцiально-
функцiональних рiвнянь” (науковий керiвник – академiк А.М. Са-
мойленко). Викладає дисциплiни Java-технологiї в клiєнт-серверних
системах, дискретна математика, iнформатика та системологiя. До-
слiджує глобальнi розв’язки функцiонально-диференцiальних рiв-
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нянь, рiвнянь нейтрального типу, диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними, що мiстять вiдхилення за часом; математичне мо-
делювання екологiчних та епiдемiологiчних процесiв. Опублiкувала
понад 30 наукових i навчально-методичних праць.

Магiстр прикладної математик Скутар Iгор Дмитрович за-
кiнчив ЧНУ за спецiальнiстю ”Прикладна математика”. Працює на
кафедрi викладачем з 2002 р., аспiрант (2004–2008 рр.). Веде заняття
з дискретної математики, серверної мови РНР, Web-технологiй в Iн-
тернетi. Фахiвець в сучасних Web-технологiях. Тематикою наукових
дослiджень є асимптотичнi методи для диференцiальних рiвнянь iз
звичайними та частинними похiдними.

Любарщук Євген Анатолiйович, магiстр прикладної матема-
тики, закiнчив кафедру ПММ у 2011 р. На посадi асистента кафедри
працює з 2011 р. Викладає дисциплiни з програмування, Frontend-
розробки Web-додаткiв, конфлiктно-керованих процесiв. Пiд керiв-
ництвом член-кореспондента НАН України А.О. Чикрiя пiдготував
до захисту кандидатську дисертацiю ”Диференцiально-рiзницевi iгри
зближення”. Опублiкував 10 наукових праць.

Романенко Наталiя Вiкторiвна, завiдувач лабораторiї ”WEB-
технологiї та комп’ютерне моделювання”, працює в комп’ютерному
класi й за сумiсництвом на кафедрi з 1995 р. Веде навчальнi дисци-
плiни з технологiї програмування на Java, контролю якостi та тесту-
вання програмного забезпечення, проектування програмних систем.
Опублiкувала 15 наукових праць, навчальнi посiбники з iнформати-
ки та з технологiї програмування мовою Java.

Юрiйчук Анастасiя Олександрiвна, магiстр прикладної ма-
тематики, закiнчила кафедру ПММ у 2012 р. i з цього часу працює
асистентом кафедри. Веде лабораторнi i практичнi заняття з чи-
слових методiв, системного аналiзу, моделювання екологiчних, еко-
номiчних i соцiальних процесiв та iнформатики. Науковi iнтереси
стосуються диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

Лаборантами кафедри працювали Оксана Василiвна Когут
(2003–2009 рр.), Василь Миколайович Лазоряк (2009–2010 рр.),
Богдан Васильович Дячiнський (2010–2011 рр.), Тетяна Сер-
гiївна Тодорiко (2010–2013 рр.). Тетяна Василiвна Кнiгнiцька
працювала у 2013–2016 рр., тепер аспiрант кафедри. Iз жовтня 2016
р. старшим лаборантом кафедри працює магiстр математики Свi-
тлана Василiвна Никифорук.
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100-РIЧЧЯ З ДНЯ НАРОДЖЕННЯ ПРОФЕСОРА
ВАСИЛЯ ПАВЛОВИЧА РУБАНИКА

Ярослав Бiгун, Володимир Крехiвський,
Василь Слюсарчук, Лiна Федоренко,
Петро Ярема, Володимир Ясинський

Василь Павлович Рубаник
(14.01.1917 – 09.04.1993)

Минуло 100 рокiв вiд дня народження вiдомого українського ма-
тематика, знаного спецiалiста в галузi теорiї нелiнiйних коливань,
доктора фiзико-математичних наук, професора Василя Павловича
Рубаника. Народився вiн 14 сiчня 1917 року (1 сiчня за старим сти-
лем) у селi Клишки Шосткiнського району Сумської областi в се-
лянськiй родинi. Пiсля закiнчення Клишковецької трудової школи з
1935 по 1937 рiк працював робiтником на пiдприємствах м. Шостки
i в той же час навчався в Шосткiнському вечiрньому хiмробфацi. У
1938 роцi В.П. Рубаник поступив на фiзико-математичний факуль-
тет Київського державного унiверситету.

З 1941 року по 1945 рiк В.П. Рубаник брав участь у бойових дiях
Другої свiтової вiйни. Нагороджений орденами Вiтчизняної вiйни I

26



i II ступеня, офiцер-танкiст. Повернувшись з армiї в чинi старшого
лейтенанта танкових вiйськ, вiн з 1946 року по 1950 рiк вiн працю-
вав вчителем математики i фiзики в школах м. Шостки, одночасно
завершуючи заочну освiту на фiзико-математичному факультетi Ки-
ївського педагогiчного iнституту, який закiнчив у 1948 роцi зi спецi-
альностi фiзика.

У 1950 роцi вступив до аспiрантури Київського державного унi-
верситету (його науковим керiвником був професор Ю.О. Митро-
польський), яку закiнчив у 1953 роцi з захистом кандидатської ди-
сертацiї ”Резонансные явления в некоторых нелинейных системах”.

Iз вересня 1953 року наукова i педагогiчна дiяльнiсть В.П. Ру-
баника пов’язана з Чернiвецьким державним унiверситетом. У 1953
– 1954 роках вiн працював на кафедрi диференцiальних рiвнянь на
посадi старшого викладача, наступнi два роки виконував обов’язки
завiдувача цiєї кафедри. З березня 1956 року – доцент кафедри ди-
ференцiальних рiвнянь, а з грудня 1958 року i до кiнця 1960-1961
навчального року знову виконував обов’язки завiдувача кафедри.
Був деканом фiзико-математичного факультету в 1960 – 1961 роках.
З вересня 1961 по травень 1962 року виконував обов’язки завiдувача
кафедри математичного аналiзу. У 1968–1972 роках – проректор iз
наукової роботи Чернiвецького державного унiверситету.

У 1964 роцi В.П. Рубаник захистив докторську дисертацiю ”Ко-
лебания квазилинейных систем из запаздывающими связями”, нау-
ковий консультант – дiйсний член Академiї наук УРСР Ю.О. Ми-
тропольский.

В.П. Рубаник надавав значної уваги науковiй тематицi прикла-
дного характеру. За його iнiцiативою в 1962 роцi була створена ка-
федра прикладної математики i механiки, якою вiн завiдував у 1962–
1972 роках. У 1972 роцi вiн заснував кафедру математичних проблем
управлiння i кiбернетики, завiдувачем якої був до 1976 року.

В.П. Рубаник започаткував наукову тематику, яка на той час бу-
ла досить популярною в Українi i за рубежем, мала прикладне зна-
чення i не залишається поза увагою i в наш час. Вiн та його учнi
дослiджували квазiлiнiйнi коливнi системи iз запiзненням пiд дiєю
детермiнованих та випадкових збурень. Для таких систем розвивав-
ся метод усереднення й асимптотичний метод Крилова-Боголюбова,
вивчалася взаємодiя й синхронiзацiя в нелiнiйних коливних системах
iз запiзненням. Василь Павлович разом з учнями дослiдив процеси
самозбудження та синхронiзацiї коливань у автоколивальних систе-
мах iз запiзненням i з лiнiями зворотного зв’язку, параметричнi збу-
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рення коливань, якi обумовленi перiодичною змiною запiзнення та
iншi важливi для теорiї i практики задачi. Спiльно з Є.Ф. Царко-
вим вiн започаткував дослiдження стохастичних диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням.

Професор В.П. Рубаник володiв чудовою рисою дослiдника – на-
уковою iнтуїцiєю, разом з людянiстю, оптимiзмом i вiрою в успiх
знаходив серед студентiв, молодих спiвробiтникiв виконавцiв заду-
маних iдей. Вiн чiтко розумiв, що детермiнованi математичнi моделi
не завжди адекватно описують реальнi процеси. А врахувати випад-
ковi впливи – значить створити бiльш точну i тонку математичну
модель. Ось чому був запрошений з м. Риги бувший випускник ЧДУ
Є.Ф. Царков у 1968 роцi на роботу на кафедру ПММ, який самостiй-
но написав за 10 мiсяцiв кандидатську дисертацiю.

Ще одним напрямом наукових пошукiв В.П. Рубаника було до-
слiдження коливних процесiв як у детермiнованому випадку, так i
для стохастичних квазiлiнiйних систем рiвнянь iз запiзненням, що
мiстять взаємозв’язанi рiвняння iз звичайними i частинними похi-
дними.

В.П. Рубаник доклав значних зусиль для органiзацiї i проведення
в 1965, 1968 i 1972 роках трьох Всесоюзних мiжвузiвських конферен-
цiй iз теорiї та застосувань диференцiальних рiвнянь з аргументом,
що вiдхиляється.

В його науковому доробку двi монографiї: ”Колебания квазили-
нейных систем с запаздыванием” (1969 р.) i ”Колебания сложных
квазилинейных систем с запаздыванием” (1985 р.), посiбник ”Основ-
ные принципы разработки и функционирования АСУ”(1977 р.) та
бiля 80 наукових публiкацiй. Бiблiографiчний список праць наведе-
но в [2].

В.П. Рубаник впроваджував новi спецкурси для спецiалiстiв з об-
числювальної математики, зокрема, з автоматизованих систем керу-
вання. Глибоко розумiючи роль ЕОМ у науково-технiчному прогре-
сi, вiн дбав про поповнення технiчної бази, розвиток обчислюваль-
ного центру унiверситету, який став i центром пiдготовки науково-
педагогiчних кадрiв, науковим центром i мiсцем практики студентiв.

З 1968 по 1976 роки професор В.П. Рубаник та Є.Ф. Царков разом
керували науковими пошуками М.I. Букатаря, М.М. Iгнатенко, А.М.
Садов’яка, Б.О. Коваля, якi дослiджували iснування розв’язкiв та
асимптотичну поведiнку стохастичних диференцiальних систем. Цi
науковi доробки згодом вилилися у кандидатськi дисертацiї. В.П. Ру-
баник i Є.Ф. Царков започаткували наукову школу з якiсного дослi-
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дження стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь яку
постiйно пiдтримували академiки НАН Українi, В.С. Королюк та
А.В. Скороход.

В.П. Рубаник зробив вагомий внесок у пiдготовку спецiалiстiв
вищої квалiфiкацiї. Пiд його керiвництвом, а також разом iз профе-
сором Є.Ф. Царковим, захищено 16 кандидатських дисертацiй. Бiль-
шiсть його учнiв працювали в Чернiвецькому державному унiверси-
тетi.

У 1976 роцi В.П. Рубаник переїхав у мiсто Гомель. Працюючи
в Гомельському державному унiверситетi iменi Ф. Скорини, Василь
Павлович зробив вагомий внесок у розвиток математичного факуль-
тету унiверситету. Вiн створив наукову лабораторiю системного про-
грамування, сприяв створенню кафедри теорiї ймовiрностей та ма-
тематичної статистики, вiдкрив новi прикладнi спецiалiзацiї, встано-
вив науковi зв’язки з академiчними iнститутами та пiдприємствами
Бiлорусi, продовжив науковi дослiдження з теорiї нелiнiйних коли-
вань. Результати наукових дослiджень бiлоруського перiоду життя
лягли в основу його останньої монографiї . У рiзний час вiн очо-
лював кафедри математичних проблем управлiння, обчислювальної
математики i програмування, працював професором. У груднi 1989
року за станом здоров’я Василь Павлович вийшов на пенсiю.

Вiдкриття нових спецiальностей та спецiалiзацiй вимагало роз-
робки i читання нових професiйно-орiєнтованих та спецiалiзованих
курсiв. Василь Павлович своїми прекрасними лекцiями виховав цiлу
групу майбутнiх педагогiв вищої квалiфiкацiї як у Чернiвецькому,
так i в Гомельському унiверситетах. Широка ерудицiя, висока педа-
гогiчна майстернiсть, захоплення наукою завжди викликали у його
слухачiв живий iнтерес до його лекцiй.

Усе свiдоме життя Василя Павловича було вiддане математицi.
Саме в нiй вiн бачив змiст життя, можливiсть реалiзувати себе.

Василь Павлович любив i цiнував природу, багато подорожував,
виростив прекрасний сад, любив класичну музику i живопис, його
часто можна було зустрiти на концертах класичної музики в Чернi-
вецькiй фiлармонiї.

Вiдiйшов у вiчнiсть 9 квiтня 1993 року, похований у бiлоруському
мiстi Гомель.

29



Проректор iз наукової роботи ЧДУ професор В.П. Рубаник

В.П. Рубаник офiцер-танкiст
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В.П. Рубаник на зустрiчi зi студентами в гуртожитку.
Справа-налiво: М.Л. Свердан, З.Л. Кравченко,

П.Ф. Ярема, П.П. Вчерашнюк

Сторiнкам життя i дiяльностi Василя Павловича присвя-
ченi працi:

1. Бiгун Я.Й., Слюсарчук В.Ю., Ярема П.Ф. До 100-рiччя з дня
народження професора В.П. Рубаника // Буковинський мат.
журн. – 2016. – 4, № 3–4. – С. 13–14.

2. Крехiвський В.В., Федоренко Л.М., Ярема П.Ф., Ясинський
В.К. Наукова, педагогiчна та органiзаторська дiяльнiсть про-
фесора Василя Павловича Рубаника // Дослiдження матема-
тичних моделей. Зб. наук. праць. – АН України, 1997. – С.
4–14.

3. Ярема П.Ф. Спогади про вчителя // Дослiдження матема-
тичних моделей. Зб. наук. праць. – АН України, 1997. – С.
263–268.
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Аспiранти В.П. Рубаника, якi захистили кандидатськi
дисертацiї

1. Ножак Г.В. Построение процессов в амплитудных импульсных
системах с распределенными параметрами. – Черновцы, 1966.

2. Гайсенюк Б.C. Построение переходных процессов в системах
управленния. – Киев, 1973.

3. Букатарь М.И. Исследование случайних процессов в квазили-
нейных стохастических дифференциальных уравнениях с запа-
здыванием. – Черновцы, 1969.

4. Ярема П.Ф. Некоторые задачи синхронизации автоколебатель-
ных систем с запаздыванием. – Черновцы, 1970.

5. Слюсарчук В.Ю. Устойчивость решений разностных уравне-
ний в бапаховом пространстве. – Рига, 1972.

6. Федоренко Л.М. Исследованпе решений дифференциальных
уравнений с частными производными в классах случайных
функций. – Черновцы, 1974.

7. Коваль Б.О. Некоторые вопросы устойчивости решений сче-
тных систем дифференциальных уравнении. – Черновцы, 1974.

8. Садовяк А.М. Системы линейных стохастических дифферен-
циальных уравнений. – Рига, 1975.

9. Вальковская В.И. Исследование стохастических термоупругих
полей в континуальних обьектах. – Киев, 1981.

10. Лакуста К.В. Математическое обоснование и исследования ди-
намических процессов в однородных и кусочно-однородных те-
лах с учетом конечной скорости распространения тепла. – Чер-
новцы, 1981.

11. Жогаль С.П. Влияние случайных возмущений на не-
которе сложные колебательные системи, описываемые
дифференциально-функциональными уравнениями. – Ки-
ев, 1991.
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Здобувачi В.П. Рубаника, якi захистили кандидатськi
дисертацiї

1. Царьков Е.Ф. Квазилинейные стохастические дифференциаль-
ные уравнения с запаздывающим аргументом. – Рига, 1996.

2. Марченко Ю.И. Взаимная синхронизация автоколебательных
систем при наличии волновых и запаздывающих связей. – Ки-
ев, 1967.

3. Игнатенко М.М. Исследование случайных процессов в линей-
ных системах с запаздыванием. – Черновцы, 1968.

4. Середюк З.Л. Применение стробоскопического метода
Н.Минорского к исследованию квазилинейных систем с
запаздыванием. – Черновцы, 1969.

5. Старик Л.К. О взаимодействии колебательной системы с неи-
деальным источником энергии при наличии запаздывающих
связей. – Черновцы, 1972.
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Микола Андрєєв 1, Вiталiй Статкевич 2

Про одну задачу керування неоднорiдним
процесом народження та загибелi на

прикладi процесу лiнiйного зростання з
iмiграцiєю

Нацiональний технiчний унiверситет України ”Київський
полiтехнiчний iнститут”, Iнститут прикладного системного аналiзу,

Київ, Україна
1 E-mail: nvandreev@ukr.net

2 E-mail: mstatckevich@yahoo.com

Розглядається неоднорiдний в часi процес народження та загибе-
лi [1]–[5]. Це марковський процес ξ(t), t > 0 зi станами {0, 1, 2, . . .},
для якого з кожного стану ξ(t) = n > 0 можливi лише переходи у
стани n− 1 та n+ 1, i до того

P{ξ(t+∆t) = n+ 1/ξ(t) = n} = nλ(t)∆t+ o(∆t),

P{ξ(t+∆t) = n− 1/ξ(t) = n} = nµ(t)∆t+ o(∆t),

P{ξ(t+∆t) = n/ξ(t) = n} = 1− n(λ(t) + µ(t))∆t+ o(∆t).

Тут λ(t) > 0 та µ(t) > 0 – iнтенсивностi народження та загибелi вiд-
повiдно, неперервнi на (0;+∞) функцiї. В початковий момент часу
ξ(0) = 1, можливiсть самозародження не розглядається, тобто, пере-
хiд зi стану 0 у стан 1 неможливий, а також вiдношення µ(t)

λ(t) = c > 0

стале для будь-якого t > 0. Позначимо: Λ(t) =
t∫
0

λ(τ)dτ – iнтегральна

iнтенсивнiсть народження, Pn(t) = P{ξ(t) = n}, n = 0, 1, 2, . . .. В [3]
для Pn(t) доведенi наступнi формули:

P0(t) =
1

1 + Λ−1(t)
, c = 1; P0(t) =

c(1− eρ(t))

1− ceρ(t)
, c ̸= 1; (1)

Pn(t) =
eρ(t)

cn−1
Pn−1
0 (t)(1− P0(t))

2, n = 1, 2, . . . , (2)

де ρ(t) = (c− 1)Λ(t). В [3] сформульованi, а в [5] дослiдженi три за-
дачi: задача мiнiмiзацiї ймовiрностi виходу процесу при t → +∞ зi
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смуги; задача керування з урахуванням стабiлiзуючої функцiї; зада-
ча мiнiмiзацiї математичного сподiвання моменту виродження про-
цесу за малої ймовiрностi перевищення порогу.

В даних тезах доповнена остання задача. Момент ξ виродження
процесу ξ(t), тобто, момент зникнення всiєї популяцiї, має вигляд

Mξ =

+∞∫
0

tdP0(t) =

+∞∫
0

t
d

dt
P0(t)dt→ min

c
, (3)

а ймовiрнiсть того, що для будь-якого t > 0 ймовiрнiсть перевищення
порогу N − 1 не перевищує α, має вигляд

∀t > 0 P{ξ(t) > N} 6 α, (4)

де N ∈ N, а α > 0 – задане мале число. В [5] знайдено умови збiжнос-
тi Mξ (3), спрощено умови ймовiрностi перевищення порогу (4), а
сама задача розв’язана аналiтично у випадку постiйної iнтенсивностi
народження λ(t) ≡ λ0. Наразi доповiдається розв’язання задачi у
випадку λ(t) = α0t + β0, де α0 > 0 та β0 > 0, таку iнтенсивнiсть
народження має процес лiнiйного зростання з iмiграцiєю.

Задачу зручно розглядати у виглядi двох пiдзадач. Перша пiдза-
дача вiдповiдає випадку c > 1. Застосуємо в (3) формулу iнтегруван-
ня частинами та пiдставимо формули (1):

Mξ = (c− 1) lim
R→+∞

(
R

1− ce(c−1)Λ(R)
−

R∫
0

dt

1− ce(c−1)Λ(t)

)
.

Перший доданок у правiй частинi формули при R→ +∞ прямує до
нуля, тому

Mξ = (c− 1)

+∞∫
0

dt

ce(c−1)Λ(t) − 1
<

< (c− 1)

+∞∫
0

dt

ce(c−1)β0t − 1
=

1

β0
ln

(
1 +

1

c− 1

)
(5)

(останню рiвнiсть отримано замiною u = e(c−1)β0t з подальшим роз-
кладом на простi дроби). З наведеної оцiнки Mξ → 0 при c → +∞
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(тобто, практично миттєве зникнення всiєї популяцiї), умови (4) в
даному випадку не впливають на результат [5, теорема 3] i пiдзада-
ча розв’язку не має. Зауважимо: для будь-якої функцiї λ(t) > λ0 > 0
такої, що λ(t) = O(tγ) при t → +∞ для деякого γ > 0, виконуються
щойно наведенi викладки (1) та Mξ → 0 при c→ +∞.

Друга пiдзадача вiдповiдає випадку c < 1. Iнтеграл (3) пiсля пiд-
становки формул (1) приймає вигляд

Mξ = (c− 1)2c

+∞∫
0

te(c−1)Λ(t)λ(t)

(1− ce(c−1)Λ(t))2
dt.

Даний iнтеграл розбито на два iнтеграли I1 та I2 по промiжках [0; t0]
та [t0; +∞), де t0 > 0, iз наступною замiною t 7→ 1

t в iнтегралi I2,
пiсля чого обидва iнтеграли обчислено чисельно методом трапецiй.
Mξ монотонно зростає при 0 < c < 1, приклад обчислення Mξ для
α0 = 0.1 та β0 = 1 наведено в таблицi.

c Mξ c Mξ c Mξ
0.1 0.0142 0.4 0.0814 0.7 0.2405
0.2 0.0317 0.5 0.1181 0.8 0.3539
0.3 0.0535 0.6 0.1683 0.9 0.5424

За рахунок монотонного зростання Mξ на iнтервалi 0 < c < 1 розв’я-
зок другої пiдзадачi залежить вiд умов (4), а саме (з урахуванням
теореми 3 [5]) вiд спiввiдношення N та α:

c > N − 1

N N−1
√
αN

, якщо c > 1− 1

N
; c > 1− α, якщо c 6 1− 1

N
.

Якщо αN > 1, то c∗ = 1− α, iнакше c∗ = N−1

N
N−1√

αN
.
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Дослiджено питання iснування розв’язку та обгрунтування ме-
тоду усереднення для багаточастотних систем диференцiальних рiв-
нянь iз багатьма лiнiйно перетвореними аргументами вигляду

dx

dτ
= X(τ, xΛ, φΘ),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, xΛ, φΘ) (1)

та iз багатоточковими й iнтегральними умовами:

x(0) +

l∑
j=1

αjx(ξj) = d1, (2)

φ(0) +

τ2∫
τ1

[ q∑
j=1

gj(τ, xΛ(τ))φθj (τ) + f(τ, xΛ(τ), φΘ(τ))
]
dτ = d2. (3)

Тут 0 ≤ τ ≤ L, x ∈ D, φ ∈ Tm, (0, ε0] ∋ ε — малий параметр, Λ =
(λ1, . . . , λp), Θ = (θ1, . . . , θq), λi, θj ∈ (0, 1), xλi(τ) = x(λiτ), φθj (τ) =
φ(θjτ), 0 < ξ1 < · · · < ξl ≤ L, d1 i d2 – заданi n− i m−вектори
вiдповiдно.

Для встановлення результатiв використано методику дослiджен-
ня багаточастотних систем [1] i розширено клас задач, розглянутих
в [2]. У роботi [3] розглянуто ввипадок. коли для повiльнох змiнної
задається умова в однiй точцi на промiжку [0, L].

У процесi еволюцiї система (1) може проходити через резонанси,
що суттєво ускладнює дослiдження iснування розв’язку та обгрунту-
вання методу усереднення. Умовою резонансу в точцi τ є виконання
рiвностi [2, 3]

q∑
ν=1

θν(kν , ω(θντ)) = 0, kν ∈ Rm, ∥k∥ ̸= 0.
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В системi рiвнянь (1) i в умовi (3) усереднення здiйснюється за
швидкими змiнними ϕi. Усереднена задача набуває вигляду

dx

dτ
= X0(τ, xΛ),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, xΛ), (4)

x(0) +
l∑

j=1

αjx(ξj) = d1,

φ(0) +

τ2∫
τ1

[ q∑
j=1

gj(τ, xΛ(τ))φθj (τ) + f0(τ, xΛ(τ))
]
dτ = d2 (5)

i є значно простiшою, нiж задача (1)–(3). У роботi доведено iснува-
ння розв’язку задачi (4), (5), обгрунтовано метод усереднення для
повiльних змiнних й одержано оцiнкe похибки методу усереднення

∥x(τ, ε)− x(τ)∥ ≤ cεα, 0 < α ≤ (mq)−1,

яка виконується для всiх τ ∈ [0, L] при досить малому ε0 > 0. Роз-
глянуто частиннi випадки умов (2) i (3).

Зауваження. Одержанi результати залишаються правильними
також для багаточастотних систем вигляду (1) з перетвореними ар-
гументами λi : [0, L] → [0, L], i θj : [0, L] → [0, L] де λ′i(τ) ̸= 0
i θ′j(τ) ̸= 0 for τ ∈ [0, L], i = 1, r, j = 1, s. Умова "незастряган-
ня" траєкторiї повiльних змiнних системи (1) в малому околi резо-
нансу формулюється через визначник Вронського V (τ) з вектором
ωT (τ), ωT (θ1(τ))θ

′
1(τ), . . . , ωT (θs(τ))θ

′
s(τ) у першому рядку, T – сим-

вол транспонування. Наприклад, для m = s = 1 умова набуває ви-
гляду

det

[
ω(τ) ω(θ(τ))θ′(τ)

ω′(τ) ω′(θ(τ))
(
θ′(τ)

)2
+ ω(θ(τ))θ′′(τ)

]
̸= 0, τ ∈ [0, L].
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коливань, Наукова думка, Київ, 2004.

[2] Бiгун Я.Й. Iснування розв’язку та усереднення нелiнiйних багаточасто-
тних задач iз запiзненням, Укр. мат. журн., 59, №4, (2007), с. 485–499.

[3] Бiгун Я.Й., Краснокутська I.В., Петришин Р.I. Усереднення в багаточа-
стотних системах iз лiнiйно перетвореними аргументами i точковими
та iнтегральними умовами, Буковинський мат. журн., 4, №3–4, (2016),
с. 30–35.
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Розглядаються процеси фiльтрацiї в пористому пластi – одно-
зв’язнiй криволiнiйнiй областi Gz (рис. 1), обмеженiй гладкою за-
мкненою кривою ∂Gz = {(x, y) : x = x̃(τ), y = ỹ(τ), 0 ≤ τ ≤ 2π,
x̃(0) = x̃(2π) = x̃0, ỹ(0) = ỹ(2π) = ỹ0, де x̃(τ), ỹ(τ) – визначе-
нi неперервно диференцiйованi функцiї, O (x̃0, ỹ0) – задана поча-
ткова точка вiдлiку} (рис. 1), породженi дiями рiзниць потенцiалiв
φ
(p)
∗ та φ∗(p)

(
φ∗(p) − φ

(p)
∗ > 0

)
на заданих еквiпотенцiальних лiнiях

ApBp та CpDp, де Ap, Bp, Cp, Dp – вiдмiченi точки на ∂Gz; BpCp та
ApDp – непроникнi граничнi лiнiї течiй. В основi вiдповiдної модель-
ної задачi на вiдшукання функцiй φ(p) = φ(p)(x, y) (потенцiалiв) та
ψ(p) = ψ(p)(x, y) (течiй) для кожної (p-ї) iз p̃ (1 ≤ p ≤ p̃) iнжекцiй [4]
за умови iдентифiкацiї коефiцiєнта провiдностi (КП) σ = σ(x, y) [1 –
4] є такi спiввiдношення:

σ
∂φ(p)

∂x
=
∂ψ(p)

∂y
, σ

∂φ(p)

∂y
= −∂ψ

(p)

∂x
; (1)

φ(p)
∣∣
ApBp = φ

(p)
∗ , φ(p)

∣∣
CpDp = φ∗(p),

ψ(p)
∣∣∣
ApDp

= 0, ψ(p)
∣∣∣
BpCp

= Q(p); (2)∫
MN

σ
∂φ(p)

∂n
= Q(p), M ∈ BpCp, N ∈ ApDp ,

φ (M)
∣∣
BpCp = φ̄(p) (M) , φ (M)

∣∣
ApDp = φ

−

(p) (M) ,

ψ (M)
∣∣
ApBp = ψ

(p)
∗ (M) , ψ (M)

∣∣
CpDp = ψ∗(p) (M) . (3)

Тут n⃗ – одиничний вектор зовнiшньої нормалi; M – бiжуча точка
вiдповiдної кривої; функцiї φ̄(p) (M) , φ

−

(p) (M) , ψ
(p)
∗ (M) , ψ∗(p) (M)
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та повна витрата Q(p) – одержуються в результатi фiзичних за-
мiрiв; коефiцiєнт σ (x, y) представляємо або у виглядi єдиного
для даної областi аналiтичного виразу (многочлена σ (x, y) =
n∑

k=0

k∑
r=0

αk−r,rx
k−ryr чи тригонометричного многочлена σ (x, y) =

=
m−1∑
k=0

n−1∑
r=0

λk,r (ak,r cos kx cos ry + bk,r cos kx sin ry + ck,r sin kx cos ry+

+dk,r sin kx sin ry) , де αk,r, ak,r, bk,r, ck,r, dk,r, – шуканi параметри;
λk,r = 0.25, k = r = 0, λk,r = 0.5, k = 0 ∧ r > 0 ∨ k > 0 ∧ r = 0,
λk,r = 1, k, r > 0), або «покусково» (як це зображено на рис. 1, за
вiдповiдних умов спряження), або ж, коли деякi iз однорiдних дiля-

нок збурюються функцiями виду σ̃ (x, y) = α(x− x̄)
2 l
−(y − ȳ)

2l̄
. При

Рис. 1: Фiзична область

побудовi алгоритмiв розв’язання прямих задач та задачi iдентифiка-
цiї використанi iдеї, закладенi у роботах [1 – 4].

На вiдповiдному фiльтрацiйному фонi розглядається усере-
днена вздовж лiнiй течiї обернена модельна сингулярно збуре-
на задача однокомпонентного конвективно-адсорбцiйно-дифузiйного
масопере-носу в двопористому середовищi [5, 6]:

σ1
∂c
∂t = εa (t) ∂2c

∂x2 − v(x)
∂c

∂x
− εb(t)

(
∂q
∂r

)∣∣∣
r=R

; (4)

σ2
∂q

∂t
= εa∗ (t)

(
∂2q

∂r2
+

2

r

∂q

∂r

)
; (5)

c (x, 0) = c00(x), c (0, t) = c∗(t), cx(x, t)|x=l = 0,

q (x, r, 0) = q00(x, r), q (x,R, t) = k(t) · c (x, t) , qr(x, r, t)|r=0 = 0; (6)
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b(t)

l∫
0

q(x,R, t)dx = D∗
∗(t), k(t)

l∫
0

c(x, t)dx = K∗
∗ (t), k(t)

l∫
0

c(x, t)dx =

= K∗
∗ (t), a(t)

∂c(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= c∗∗(t), a∗(x, t)
∂q(x,r,t)

∂r

∣∣∣
r=R

= q∗∗(x, t), (7)

де c (x, t), q (x, r, t) – концентрацiї речовини вiдповiдно в мiжчастин-
ковому просторi та в самих частинках, l – товщина середовища, R
– радiус частинки, v(x) – швидкiсть конвективного перенесення, b(t)
та k(t) – невiдомi функцiї впливу внутрiшньо-частинкового дифузiй-
ного переносу на мiжчастинковий та адсорбцiйної рiвноваги вiдпо-
вiдно, функцiї a(t) та a∗(x, t), якi є достатньо гладкими та обмежени-
ми функцiями [5], вiдповiдно характеризують швидкiсть протiкання
процесiв дифузiйного масоперенесення в мiжчастинковому просторi
та в порах частинок i знаходяться з умов перевизначення (7), c∗∗(t),
q∗∗(x, t), D∗

∗(t), K∗
∗ (t) – функцiї, що характеризують масовий розпо-

дiл речовини з часом (входять в умови перевизначення i знаходя-
ться експериментально), σ1, σ2 – коефiцiєнти пористостi вiдповiдно
макро- та мiкросередовища. На основi результатiв, отриманих авто-
рами в роботi [5], побудовано асимптотичне наближення розв’язкiв
наведеної вище задачi.
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Характеристикою сучасного суспiльства є проникнення провiд-
них iнформацiйних технологiй в усi галузi людської дiяльностi. Ме-
дична галузь також розвивається i на стику медицини та iнфор-
мацiйних технологiй виникають питання автоматизацiї роботи лiка-
рень, аптек, дiагностичних центрiв та iнших медичних установ.

Дослiдження медичних iнформацiйних технологiй є одним iз клю-
чових завдань медичної iнформатики [1]. З одного боку, медичнi iн-
формацiйнi технологiї можна визначити як такi, що використовую-
ться для обробки iнформацiї з використанням як апаратного, так i
програмного забезпечення для збереження, спiльного доступу та по-
шуку даних з метою покращення комунiкацiї та прийняття рiшень.
З iншого боку, медичнi iнформацiйнi технологiї можна визначити як
знання, навики та iнструменти, що дозволяють збирати, керувати,
поширювати та використовувати iнформацiю для пiдтримки надан-
ня медичної допомоги та покращення рiвня здоров’я населення.

Для забезпечення виконання поставленої задачi був проведений
аналiз засобiв програмування i для реалiзацiї вибранi наступнi те-
хнологiї, якi останнiм часом стали досить популярними. При напи-
саннi програмного проекту використано скриптову мову програму-
вання Groovy. Вона розроблена для платформи Java i є бiльш ви-
сокорiвневою мовою програмування порiвняно з Java, розробка на
нiй зазвичай вiдбувається швидше за рахунок динамiчної приро-
ди мови та елементiв функцiонального програмування [3]. В якостi
основи системи взято фреймворк Grails – високо-продуктивний про-
грамний каркас для створення веб-додаткiв для платформи Java,
створений пiд сильним впливом широко вiдомого Ruby on Rails i
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заснований на арiхтектурному шаблонi проектування програмного
забезпечення MVC (Модель – Представлення – Контролер). Для
розмiщення даних вибрана система керування реляцiйними базами
даних MySQL, що широко використовується для створення дина-
мiчних веб-сторiнок i пiдтримується багатьма мовами програмува-
ння. Комунiкацiя мiж проектом та базою даних виконана за до-
помогою iнструменту Hibernate, що призначений для розв’язуван-
ня задач об’єктно-реляцiйного вiдображення. Для генерацiї PDF-
заключень використовується Java-бiблiотека JasperReports, що гене-
рує звiти на основi XML-шаблонiв. Для створення користувацького
iнтерфейсу використовується фреймворк ZK, розмiтка знаходиться у
zul-файлах, що iнтерпретуються в html. За захист вiдповiдає фрейм-
ворк Spring Security, що надає механiзми побудови систем аутентифi-
кацiї та авторизацiї в Java-додатках. Всi вище перелiченi iнструменти
пiдключаються до проекту як плагiни.

Програмне забезпечення, спроектоване та розроблене в процесi
дослiдження, пройшло етап тестування та впроваджене в шведсько-
українському медичному центрi Angelholm i наразi успiшно виконує
свої функцiї.

Програма медичного контролю формує єдину базу всiх пацiєнтiв,
що звертаються на огляд або дiагностику. Медичне керування вклю-
чає в себе попереднiй запис до будь-якого лiкаря або в дiагностичний
кабiнет. Автоматизоване ведення справ мiстить журнал медичного
облiку. Система медичної реєстрацiї мiстить всi обстеження даного
пацiєнта та результати консультативних прийомiв.

Вiдповiдно до потреб клiнiки в проектi реалiзованi роздiли ро-
боти з календарем, сумiсної роботи з DICOM-сервером, формування
заключень та протоколiв обстежень, друком етикеток та дискiв, чер-
гою пацiєнтiв.

Керування прийняттям рiшень в медицинi, використання про-
грам медичного облiку, автоматизацiя роботи лiкарiв в лiкувальних
та дiагностичних медичних закладах – все це не лише дуже зручно,
а i є показником рiвня медичного закладу, що формує вiдношення
пацiєнтiв та думку iнших колаборуючих органiзацiй.

[1] Hersh William Medical informatics: improving health care through informati-
on // The Journal of the American Medical Association. – 2002 – 288(16). –
P. 1955–1958 http://dx.doi.org/10.1001/jama.288.16.1955

[2] Koenig Dierk, King Paul Groovy in Action. – Manning Publications, 2015. –
912 p.
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Розглядається задача побудови обмеженого на множинi

D = {(t, r, φ, z)|t > 0; r ∈ I+n =
n+1∪
j=1

Ij =
n+1∪
j=1

(Rj−1;Rj) : φ ∈ [0; 2π); z ∈

(−l1; l2); l1 ≤ 0; l2 ≥ 0; |l1| + l2 ̸= 0} 2π-перiодичного щодо кутової
змiнної φ класичного розв’язку диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними гiперболiчного типу 2-го порядку [1]

∂2uj
∂t2

−∆juj + χ2
juj = fj(t, r, φ, z) : r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1

з початковими умовами

uj

∣∣∣
t=0

= g1j (r, φ, z);
∂uj
∂t

∣∣∣
t=0

= g2j (r, φ, z); r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1,

вiдповiдними крайовими умовами та умовами спряження [2][(
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∂

∂r
+ βk
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)
uk −

(
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∂
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)
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]∣∣∣
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= 0; j = 1, 2; k = 1, n,

де

∆j = a2rj

( ∂2
∂r2

+
1

r

∂

∂r

)
+
a2φj

r2
∂2

∂φ2
+ a2zj

∂2

∂z2

– оператор Лапласа для ортотропного середовища в цилiндричнiй
системi координат;
arj , aφj , azj , χj , αk

js, βk
js – деякi сталi;

fj , g1j , g2j – заданi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї;
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u(t, r, φ, z) = {u1(t, r, φ, z), u2(t, r, φ, z), ..., un+1(t, r, φ, z)} – шукана
двiчi неперервно диференцiйовна функцiя.

Щодо промiжку I+n розглянуто 4 канонiчнi випадки:
1) R0 = 0, Rn+1 = +∞ (шар);
2) R0 > 0, Rn+1 = +∞ (шар з цилiндричною порожниною);
3) R0 = 0, Rn+1 ≡ R < +∞ (суцiльний цилiндр);
4) R0 > 0, Rn+1 ≡ R < +∞ (порожнистий цилiндр).
Iнтегральне зображення єдиних точних аналiтичних розв’язкiв

дослiджуваних гiперболiчних початково-крайових задач спряження
одержано в замкнутiй формi методом iнтегральних та гiбридних iн-
тегральних перетворень у поєднаннi з методом головних розв’язкiв
(матриць впливу та матриць Грiна). У всiх 4 випадках щодо кутової
змiнної φ застосовується скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є
на промiжку [0; 2π), щодо змiнної z – скiнченне iнтегральне перетво-
рення Фур’є на декартовому промiжку (−l1; l2). У випадку 1 щодо
радiальної змiнної r застосовується гiбридне iнтегральне перетворе-
ння типу Фур’є-Бесселя, у випадку 2 – гiбридне iнтегральне пере-
творення типу Вебера, у випадку 3 – скiнченне гiбридне iнтегральне
перетворення типу Ганкеля 1-го роду, у випадку 4 – скiнченне гiбри-
дне iнтегральне перетворення типу Ганкеля 2-го роду.

Побудованi розв’язки носять алгоритмiчний характер, неперерв-
но залежать вiд параметрiв i даних задач й можуть бути викори-
станi як в подальших теоретичних дослiдженнях, так i в практицi
iнженерних розрахункiв коливних процесiв у кусково-однорiдних се-
редовищах.

[1] Самойленко В.Г., Конет I.М. Рiвняння математичної фiзики. – Київ: ВПЦ
”Київський унiверситет”, 2014. – 283 c.

[2] Конет I.М. Гiперболiчнi крайовi задачi математичної фiзики в кусково-
однорiдних просторових середовищах. – Кам’янець-Подiльський: Видавни-
цтво Абетка-Свiт, 2013. – 120 с.
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Для пiдвищення продуктивностi свого комп’ютера розробник-по-
чаткiвець збiльшує в першу чергу об’єм оперативної пам’ятi, оскiль-
ки комп’ютер для нього – це засiб для виробництва i працювати по-
винен максимально надiйно i швидко. Через деякий час змiнює HDD
(як слабку ланку) на SSD. Потiм приходить до думки помiняти про-
цесор на продуктивнiший або комп’ютер на сучаснiший. Установка
ж робочого комплекту програм вiдбувається на енергонезалежний
носiй, наприклад на SSD. Якщо звернути увагу на розробку будь-
якого сайту, скiльки запитiв вiдбувається до бази даних або iнших
робочих файлiв на тому ж носiї i скiльки на це йде часу, то виникає
думка – а чому б цi данi не розмiстити на ще швидшому носiї?

Проте, пройшовши вище описаний шлях користувача, можна
утриматися вiд покупки сучасного комп’ютера i спробувати прове-
сти деяку неочевидну оптимiзацiю вже наявного комп’ютера, яка
пришвидшить роботу потрiбних програм, а в цiлому приcкорить i
час створення програмного продукту. Одним iз варiантiв для сут-
тєвого пришвидшення роботи додаткiв є використання оперативної
пам’ятi в якостi вiртуального RAM-диска [1, 2]. Справдi, суб’єктивно
всi вищевказанi програми i браузер з десятками вiдкритих вкладок
реагують на натискання мишки досить швидко, майже миттєво. Але
i тут є свої особливостi. Розглянемо їх детальнiше.

Вiдомо, що швидкiсть зчитування i запису в оперативну пам’ять
на порядок вища, нiж у найшвидших SSD. Теоретично все повин-
но працювати миттєво. Однак це не зовсiм так. Це твердження має
вiдношення лише до тих процесiв, якi вимагають читання i запису
великих обсягiв даних, наприклад растрової графiки. Якщо таких
немає, то в кiнцевому пiдсумку все обмежується потужнiстю про-
цесора комп’ютера i навiть найшвидшi пристрої збереження даних
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вiдходять на другий план. I саме тому для веб-розробки все виглядає
трохи iнакше.

RAM-диск – це в принципi такий же диск, як i всi iншi на комп’ю-
терi, з тiєю лише рiзницею, що вiн енергозалежний i забирає части-
ну оперативної пам’ятi комп’ютера. Вiдповiдно, потрiбно виключити
ситуацiю несподiваного вiдключення живлення комп’ютера. Це або
джерело безперебiйного живлення, або ноутбук.

Так навiщо ж розмiщувати основнi програми для веб-розробки в
енергозалежнiй оперативнiй пам’ятi з ризиком втрати даних в той
час, коли швидкiснi SSD вже досить поширенi i привабливi за цi-
ною? Вiдповiдь доволi проста, але i не зовсiм очевидна для звичного
користувача, незнайомого з архiтектурою комп’ютера.

SSD-диски дiйсно набагато швидшi за HDD [3], але не на стiль-
ки, щоб зрiвнятися з оперативною пам’яттю. На сьогоднiшнiй день
оперативна пам’ять є найшвидшим носiєм даних. Вона в рази пе-
ревищує швидкостi запису i читання на SSD, i так само з кожним
роком стає доступнiшою за цiною.

Крiм того SSD-диски будуються на основi флеш-пам’ятi. А основ-
ною вродженою проблемою флеш-пам’ятi є її зношування в мiру ви-
користання. Також проблемою є те, що з еволюцiйним розвитком
нових технологiчних процесiв виробництва пам’ятi NAND ресурс чi-
пiв скорочується, чого бiльшiсть розробникiв SSD намагаються не
афiшувати.

Комiрки пам’ятi NAND SSD об’єднанi в сторiнки, а тi – в бло-
ки. Працювати з кожною комiркою окремо не можна, данi стираю-
ться цiлими блоками. У мiру заповнення диска, порожнiх сторiнок i
блокiв пiд запис стає все менше. У результатi команда запису, отри-
мана контролером SSD, призводить до виникнення кiлькох циклiв
Program/Erase: данi блоку треба записати в новi комiрки, а “смiт-
тя”, що залишилось – видалити, повернувши таким чином блок у
вiльне адресне поле. Таким чином, обсяг даних, записаних на но-
сiй, завжди бiльший, нiж їх фактичне оновлення, яке ОС передає
контролеру SSD. Цей ефект посилення запису (write amplification)
прискорює зношування комiрок. А чим повнiший диск – тим менше
залишається простору для маневру, бiльше переносiв даних i повiль-
нiший запис.

Власникам ПК немає особливих причин турбуватися за раннє ви-
роблення ресурсу SSD – в персональних додатках не тi режими ро-
боти накопичувачiв. А ось у серверах все iнакше [4, 5]. Їхнi клiєнти i
додатки породжують iнтенсивнi потоки запитiв до дискiв. Має зна-
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чення шаблон навантаження (load pattern) i програмне забезпечен-
ня. Наприклад, для баз даних на фiзичному серверi типовим вважа-
ється спiввiдношення 70/30 (%) операцiй читання/запису з випад-
ковим доступом до дискiв. У вiртуальному серверi пропорцiя може
бути зовсiм протилежною, наприклад 20/80. Тому SSD i витiснили
HDD в критичних до продуктивностi завданнях. Багато пропозицiй
хостингу сьогоднi будуються вже на SSD. Але витривалiсть флеш-
пам’ятi обмежена. Очiкувана тривалiсть життя SSD з його типом
комiрок, контролером, прошивками, процедурами i внутрiшнiми лi-
чильниками, залежить вiд кiлькостi циклiв P/E (program/erase - по-
слiдовностей запису, стирання i повторного запису), якi диск здатний
перенести.

Незворотнiсть зношування комiрок флеш-пам’ятi NAND – ще не
вирок для SSD. Його термiн роботи залежить вiд моделi наванта-
жень. Ця обставина вносить деяку невизначенiсть в проектування
пiдсистем зберiгання i утримує вiд слiпого вибору. Кiлькiсна оцiн-
ка ресурсу накопичувачiв (endurance) в певному шаблонi роботи –
такий же важливий параметр для серверних SSD, як i ємнiсть, про-
дуктивнiсть i цiна за гiгабайт. Тому для веб-розробника актуальним
є зменшення навантаження на SSD-диск у планi зменшення операцiй
запису.

Таким чином, пропонована модель вдосконалення комп’ютера
для веб-розробки передбачає виконання послiдовностi кiлькох про-
стих крокiв. По-перше, потрiбно на комп’ютерi створити RAM-диск.
По-друге, необхiдно iнсталювати на нього браузер, набiр програм ло-
кального сервера i на завершення – потрiбну CMS або власний код.

Така схема однаково добре пiдходить як для користувачiв Linux,
так i Windows. Для Linux створення RAM-диску можливе з вико-
ристанням файлових систем tmpfs (у вiртуальнiй пам’ятi) та ramfs
(на основi тiльки реальної оперативної пам’ятi). Для Windows дуже
хорошим open-source варiантом для створення вiртуального RAM-
диска буде використання ImDisk Virtual Disk Driver. Крiм можливо-
стi створення диска практично “необмеженого” розмiру в оператив-
нiй пам’ятi, можна також скористатися функцiями резервного збе-
реження / вiдновлення на енергонезалежний носiй. Як варiант мо-
жна використовувати ERAM, або AMD Radeon RAMDisk з деякими
обмеженнями на розмiр RAM-диска.

У деяких випадках використання RAM-диска не завжди приво-
дить до суттєвого скорочення часових затрат в iнтерфейсi сучасних
CMS, навiть якщо на диску розмiстити i браузер, i локальний сервер,
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i CMS. Для комп’ютерiв з дуже слабким процесором iнодi достатьно
i HDD. Вiд рiвня продуктивностi залежить час генерацiї сторiнок в
iнтерфейсi, i замiна процесора на потужнiший пiдтверджує це.

В цiлому суб’єктивно апгрейд комп’ютера з HDD на SSD кори-
стувачем вiдчувається вiдразу. I тут важливо згадати, що причиною
цього є не тiльки швидкiсть читання, а й час доступу до даних – у
SSD вiн становить 0.22 мс проти 16.76 у HDD. Наступний крок до
прискорення – перенесення деяких професiйних програм або їх ке-
шiв з SSD на RAM-диск. Вiн помiтний у разi веб-розробки та досить
вiдчутний, якщо доводиться працювати, наприклад, з графiкою. I
ось в цьому випадку час доступу (у RAM-диска 0.01 мс проти 0.22
у SSD) вiдступає вже на другий план у порiвняннi зi швидкiстю
(наприклад, читання у RAM-диска 10000 MB/s проти 450 у SSD).
Оскiльки веб-розробнику в роботi доводиться використовувати кiль-
ка програм одночасно, плюс браузер з десятками вiдкритих вкладок,
i мiж програмами доводиться постiйно перемикатися, то останнiй ва-
рiант прискорення комп’ютера є досить iстотним i вiдчутним. Крiм
того зменшується зношування системного SSD-диску.

Отже, швидкий комп’ютер для веб-розробника – це перш за все:
комп’ютер з продуктивним процесором; RAM диск для тимчасових
файлiв, кешiв i можливо баз даних; SSD для системи i робочих про-
грам; HDD для ємних файлiв на зразок архiвiв, бекапiв, фото, вiдео
i т.д.

[1] RAM Disks Explained: What They Are and Why You Probably Shouldn’t
Use One. – Режим доступу: https://www.howtogeek.com/171432/ram-disks-
explained-what-they-are-and-why-you-probably-shouldnt-use-one/

[2] How to Create a 10 GB/s RAM Disk in Windows. – Режим доступу:
https://www.tekrevue.com/tip/create-10-gbs-ram-disk-windows/

[3] SSD vs. HDD: What’s the Difference? – Режим доступу:
http://www.pcmag.com/article2/0,2817,2404258,00.asp

[4] SSD в серверах и некоторые принципы. – Режим доступу:
http://ko.com.ua/ssd_v_serverah_i_nekotorye_principy_117675

[5] Обоснование необходимости приобретения SSD для разработчиков. – Ре-
жим доступу: https://habrahabr.ru/post/188360/
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Розглядається диференцiальне рiвняння

dy

dt
=

m∑
i=1

αipi(t)φi(y), (1)

де αi ∈ {−1, 1}, pi[a, ω[−→]0,+∞[- неперервна функцiя, i = 1, . . . ,m,
−∞ < a < ω ≤ +∞, φi : ∆Y0 −→]0,+∞[ при i ∈ {1, . . . , l} неперервна
i правильно змiнна (див. [1]) функцiя порядку σi коли y → Y0, а при
i ∈ {l + 1, . . . ,m} – двiчi неперервно диференцiйовна i задовольняє
умови

φ′
i(y) ̸= 0, lim

y→Y0
y∈∆Y0

φi(y) =

{
або 0,
або +∞,

lim
y→Y0
y∈∆Y0

φ′′(y)φ(y)

φ′2(y)
= 1, (2)

Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Y0– однобiчний окiл Y0.
В силу умов (2) кожна з функцiй φi при i ∈ {l+1,m} є (див. [2])

швидко змiнною при y → Y0.
Розв’язок y рiвняння (1) називається Pω(Y0) – розв’язком, якщо

вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступнi
умови

y(t) ̸= 0 при t ∈ [t0, ω[, lim
t↑ω

y(t) = Y0.

При l < m i k ∈ {l+1, . . . ,m} дослiджується питання про iснува-
ння та асимптотику Pω(Y0) – розв’язкiв рiвняння (1), для кожного з
яких

lim
t↑ω

pi(t)φi(y(t))

pk(t)φk(y(t))
= 0 при i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}, (3)

тобто, коли на кожному такому розв’язку головним у правiй частинi
рiвняння (1) є доданок з швидко змiнною при y → Y0 нелiнiйнiстю
φk.
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Оберемо b ∈ ∆Y0 таким чином, щоб виконувались нерiвностi

b > 1 (b < −1) при Y0 = +∞ (Y0 =∞), |b| < 1 при Y0 = 0

i введемо для кожного i ∈ {1, . . . ,m} допомiжнi функцiї

Φi(y) =

y∫
Bi

ds

φi(s)
, Ii(t) =

t∫
Ai

pi(τ) dτ,

де

Bi =


b, якщо

Y0∫
b

ds
φi(s)

= ±∞,

Y0, якщо
Y0∫
b

ds
φi(s)

= const,

Ai =


a, якщо

ω∫
a

pi(τ) dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

pi(τ) dτ < +∞.

Для рiвняння (1) одержано наступний результат.

Теорема 1 Нехай l < m, k ∈ {l + 1, . . . ,m} i

lim sup
y→Y0
y∈∆Y0

∣∣∣∣φk(y)φ
′
j(y)

φ′
k(y)φj(y)

∣∣∣∣ < +∞ при j ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {k}.

Тодi для iснування в рiвняння (1) Pω(Y0)– розв’язкiв, що задоволь-
няють умови (3), необхiдно i досить, щоб

αkµkIk(t) < 0 при t ∈]a, ω[,

lim
t↑ω

pi(t)φi

(
Φ−1

k (αkIk(t))
)

pk(t)φk

(
Φ−1

k (αkIk(t))
) = 0 при i ∈ {1, . . . ,m} \ {k},

де µk = signφ′
k(y) i Φ−1

k – функцiя, що обернена до Φk. Крiм того,
для кожного такого розв’язку має мiсце при t ↑ ω асимптотичне
зображення

y(t) = Φ−1
k (αkIk(t)) +

φk

(
Φ−1

k (αkIk(t))
)

φ′
k

(
Φ−1

k (αkIk(t))
)o(1).

[1] Сенета Е. Правильно меняющиеся функции. – Москва: Нвука, 1985. – 141 c.
[2] Bingham N.M., Goldie C.M., Teugels J.L. Regular Variation. – Cambridge:

Cambridge University Press, 1987. – 494 p.
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Функцiї таблиць з елементами iз деякого числового поля вияви-
лися важливим апаратом для моделювання рiзноманiтних процесiв
та задач. Такими функцiями квадратних, прямокутних та трику-
тних таблиць (матриць) є детермiнанти, перманенти [1] та пфаффi-
ани (див. [2], стор. 239-240.).

Рiзновидом функцiй трикутних таблиць елементiв деякого число-
вого поля є парадетермiнанти та параперманенти [3]. Парадетермi-
нанти та параперманенти трикутних таблиць n−го порядку також є
полiлiнiйними многочленами вiд коефiцiєнтiв цих матриць, проте iз
n(n+1)

2 змiнними та 2n−1 доданками.
Пiдсумовування доданкiв у парадетермiнантi проводиться за

Ξ(n)-множиною (див. [3], стор. 29–35 ) спецiальних мультимножин,
якi бiєктивно пов’язанi iз впорядкованими розбиттями натурально-
го числа n на натуральнi доданки. Завдяки цьому парадетермiнанти
виявилися добре пристосованими до аналiзу задач, в яких з’являю-
ться лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення [4] та розбиття.

Дамо означення цих функцiй.
Нехай K — деяке числове поле. Трикутну таблицю

A =


a11
a21 a22
...

...
. . .

an1 an2 · · · ann


n

(1)

чисел iз числового поля K назвемо трикутною матрицею.
Парадетермiнантом та параперманентом трикутної матрицi (1)

назвемо числа, що задаються вiдповiдно рiвностями:

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r
r∏

s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

pper(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},
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де пiдсумовування проводиться за множиною натуральних роз-
в’язкiв рiвняння p1 + . . .+ pr = n, а {aij} =

∏i
k=j aik.

Слiд також вiдзначити плiдний взаємозв’язок мiж детермiнанта-
ми та парадетермiнантами, який допомагає виявити новi властивостi
обох функцiй. Наприклад, за допомогою парадетермiнантiв отрима-
но один iз розв’язкiв вiдомої проблеми Пойа про знакову конвертацiю
матриць.

Параперманенти трикутних матриць спецiальної структури уза-
гальнюють континуанти [5] та є хорошим iнструментом для узагаль-
нення ланцюгових дробiв.

Важливими критерiями узагальнення неперервних дробiв є:
1) побудова зручної в користуваннi алгебраїчної конструкцiї, зов-

нiшнiй вигляд якої мiстив би максимум iнформацiї про її властивостi,
був би близьким до зображення неперервних дробiв та дозволяв би
видiлити клас перiодичних конструкцiй, якi б узагальнювали перiо-
дичнi неперервнi дроби;

2) алгоритм обчислення значень рацiональних вкорочень цих ма-
тематичних об’єктiв повинен бути простим в реалiзацiї та вiдзнача-
тися невеликою складнiстю за кiлькiстю операцiй;

3) довiльнi перiодичнi конструкцiї вищих порядкiв повиннi слу-
гувати зображеннями iррацiональностей вищих порядкiв.

Зобразимо неперервний дрiб

q1 +
p2

q2 +
p3

q3+
p4

q4+...+ pm
qm+...

у виглядi рекурентного дробу другого порядку

q1
p2

q2
q2

0 p3

q3
q3

0 0 p4

q4
q4

... . . . . . . . . .
. . .

0 0 0 0 pm

qm
... . . . . . . . . . . . . . . .

. . .


∞

(2)

Рекурентний дрiб (2) є часткою двох параперманентiв нескiнченного
порядку.
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Для побудови рекурентного дробу третього порядку достатньо у
вiдповiдних трикутних матрицях долучити третю ненульову пiддiа-
гональ.

Наведемо теорему про зв’язок одноперiодичних рекурентних дро-
бiв n-го порядку iз коренями алгебраїчного рiвняння n-го порядку
[3].

Теорема 2 Якщо для (m+1)−го рацiонального вкорочення 1−перi-
одичного рекурентного дробу n−го порядку

a1
a2

a1
a1

... . . .
. . .

an−1

an−2

an−2

an−3
. . . a1

an

an−1

an−1

an−2
. . . a2

a1
a1

0 an

an−1
. . . a3

a2

a2

a1
a1

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 0 . . . an

an−1

an−1

an−2

an−2

an−3
. . . a1


m+1

iснує скiнченна не нульова границя при m→ ∞, то такий рекурен-
тний дрiб n−того порядку є зображенням дiйсного кореня алгебра-
їчного рiвняння

xn = a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an

з ненульовим вiльним членом, модуль якого бiльший за модулi всiх
iнших коренiв цього рiвняння.

[1] Минк Х. Перманенты. Пер. с англ. – М.: Мир, 1982. – 213 с.

[2] Татт У. Теория графов. Пер. с англ. – М.: Мир, 1988. – 424 с.

[3] Заторський Р. Числення трикутних матриць та його застосування. – Iвано-
Франкiвськ: “Сiмик”, 2010. – 508 с.

[4] Goy T., Zatorsky R. Infinite Linear Recurrence Relations and Superposition of
Linear Recurrence Equations // Journal of Integer Sequences, Vol. 20 (2017),
Article 17.5.3, pages 14.

[5] Грехем Р., Кнут Д., Паташник О. Конкретная математика. – М.: Мир,
1998. – 704 с.
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна

E-mail: klevchuk@yandex.ru

В сучасних задачах природознавства часто доводиться дослiджу-
вати асимптотичну поведiнку розв’язкiв рiзних класiв диференцi-
альних рiвнянь. Метою дослiджень даної роботи є розвиток ме-
тоду iнтегральних многовидiв та асимптотичних методiв для па-
раболiчних i гiперболiчних рiвнянь з перетвореним аргументом та
диференцiально-рiзницевих рiвнянь, дослiдження на основi зазначе-
них методiв змiстовних бiфуркацiйних задач [1, 2].

Розглядається рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u (1)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр.

Теорема 3 Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого
n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0,
що при 0 < ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√
(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r

2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова (d0r

2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n −

4γ2n2 − 2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2 при всiх k ∈ Z\{0}.
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Цей метод можна застосувати до дослiдження перiодичних режи-
мiв рiвняння спiнового горiння

∂2ξ

∂t2
+ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2

]
, ξ(t, x+2π) = ξ(t, x),

(3)

де ε – малий додатний параметр, ϱ > 0. Бiжучi хвилi задачi (3)

мають вигляд ξn(t, x) =

√
1− n2

ϱ2
cos(t+nx)+O(ε), де n ∈ Z, n2 < ϱ2.

Бiжучi хвилi ξn(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки

тодi, коли n2 <
1

6
(2ϱ2 + 1).

Розглянемо рiвняння спiнового горiння iз запiзненням

∂2ξ

∂t2
+ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t
+

1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2
+ F (ξ,

∂ξ

∂t
, ξ(t−∆, x),

∂ξ

∂t
(t−∆, x))

]
,

(4)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (5)

де ε – малий додатний параметр, ∆ > 0, ϱ > 0, причому F – однорi-
дний многочлен третього степеня, тобто F (aξ, ap, aη, aζ) =
a3F (ξ, p, η, ζ), a ∈ R.

Правильне наступне твердження.

Теорема 4 Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiв-
нiсть n2 < ϱ2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0
задача (4), (5) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

ξn =

√(
1− n2

ϱ2

)
|d0|−1 cos(t+ nx) +O(ε),

де n ∈ Z.

Дослiдимо стiйкiсть перiодичних режимiв рiвняння спiнового го-
рiння iз запiзненням.

Теорема 5 Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (4), (5) експоненцiально ор-
бiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова(

k2

ϱ2
+ 1− n2

ϱ2

)2(
k2

ϱ2
+ 2− 6n2

ϱ2

)
>

4c20n
2

ϱ2d20

(
1− n2

ϱ2

)2
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при всiх k ∈ Z\{0}.

Теорему 1 можна застосувати до дослiдження бiфуркацiї циклiв
параболiчної системи iз запiзненням

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ L(ε)ut + f(ut, ε) (6)

та перiодичною умовою (2). Тут ε – малий додатний паpаметp,
L(ε) : C → Rm – лiнiйний неперервний оператор, f : C× [0, ε0) → Rm,
f(φ, ε) = O(||φ||2) при ||φ|| → 0, оператор f чотири рази непе-
рервно диференцiйовний вiдносно своїх аргументiв, C = C[−∆, 0]
– простiр неперервних функцiй iз значеннями в Rm iз нормою
||φ|| = sup

−∆≤θ≤0
|φ(θ)|, ut – елемент простору C, заданий функцiєю

ut(θ, x) = u(t+θ, x), −∆ ≤ θ ≤ 0.Припускається, що нульовий розв’я-
зок системи (6) при ε = 0 асимптотично стiйкий. Накладено умови
на матрицю D та оператор L(ε).

Для дослiдження коливань брюсселятора iз малою дифузiєю роз-
глянемо систему

∂u1
∂t

= A− (B + 1)u1 + u21u2 + εd1
∂2u1
∂x2

,

∂u1
∂t

= Bu1 − u21u2 + εd2
∂2u2
∂x2

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x),

де B = 1 +A2 + ε, d1 > 0, d2 > 0, ε – малий додатний параметр.

[1] Klevchuk I.I. Existence of countably many cycles in hyperbolic systems of di-
fferential equations with transformed argument // Journal of Mathematical Sci-
ences. – 2016. – 215, № 3. – P. 341 – 349.

[2] Клевчук I.I. Бiфуркацiя автоколивань параболiчних систем iз аргумен-
том, що запiзнюється, та малою дифузiєю // Нелiнiйнi коливання. –
2016. – 19, № 3. – C. 390 – 398.
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Узагальненi рiвняння електродифузiї з
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На основi пiдходу [1] були отриманi новi немарковськi рiвнян-
ня електродифузiї iонiв в просторово неоднорiдному середовищi з
фрактальною структурою. Використавши наближення для функцiй
пам’ятi та апарат дробового числення [2, 3], отримано узагальненi
рiвняння електродифузiї типу Кеттано з врахуванням просторово-
часової фрактальностi [4]:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =

=0D
1−ξ
t

∑
b

∫
dµα(r⃗

′)
∂α

∂r⃗α
·Dab

q (r⃗, r⃗′) · ∂α

∂r⃗′α
βν∗b (r⃗

′; t), (1)

де na(r⃗; t) — нерiвноважнi середнi значення iонiв сорту a в точцi r⃗
у момент часу t, D

ab

q (r⃗, r⃗′) — просторово неоднорiдний коефiцiєнт
взаємної дифузiї iонiв, 0D

1−ξ
t — дробова похiдна Рiмана-Лiувiлля по

часу, 0 < ξ 6 1, ∂α

∂r⃗′α
— дробова похiдна по координатi, 0 < α 6 1, τa —

час релаксацiї iонних процесiв у фрактальнiй структурi, β — обер-
нена термодинамiчна температура, dµ(x) = |x|α

Γ(α)dx, Γ(α) — гамма-
функцiя, ν∗b (r⃗

′; t) — електрохiмiчний потенцiал iонiв сорту b.
Якщо у рiвняннях (1) покласти α = 1, тобто знехтувати просто-

ровою фрактальнiстю i просторовою неоднорiднiстю, то отримаємо
рiвняння дифузiї типу Кеттано [5, 6]:

τa
∂2

∂t2
na(r⃗; t) +

∂

∂t
na(r⃗; t) =0D

1−ξ
t

∑
b

D
ab ∂2

∂r⃗2
ν∗b (r⃗; t). (2)

Розглянуто рiзнi моделi частотної залежностi для функцiй па-
м’ятi, якi приводять до вiдомих результатiв типу рiвнянь дифузiї з
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просторово-часовою фрактальнiстю [7, 5, 6, 8, 9], а також їхнiх уза-
гальнень.
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Вступ. У процесi математичного моделювання сучасних науково-
технiчних проблем виникає необхiднiсть у дослiдженнi процесiв пере-
носу субстанцiї у середовищах зi складною структурою. Вiдомо, що
розв’язування задачi переносу числовими методами, зокрема мето-
дом скiнченних елементiв (МСЕ) [2], у випадку великих чисел Пекле
сильно ускладнюється з огляду на нестiйкiсть обчислювального про-
цесу. У роботi [3] показано, що рiзномасштабний метод скiнченних
елементiв (РМСЕ) є ефективним для розв’язування задач адвекцiї-
дифузiї у випадку великих чисел Пекле. У данiй роботi РМСЕ за-
стосовано до розв’язування задачi адвекцiї-дифузiї у тонкому кри-
волiнiйному каналi.

Формулювання задачi. Розглянемо тонкий криволiнiйний ка-
нал (рис. 2). Вiднесемо його до криволiнiйної системи координат
α1α2 таким чином: координата α1 вiдповiдає напряму дотичної до
серединної кривої, координата α2 - напряму нормалi. У введенiй си-
стемi координат криволiнiйний канал Ω можна описати спiввiдноше-
нням

Ω = {α1α2 : αb
1 ≤ α1 ≤ αe

1,−h ≤ α2 ≤ h}.

Позначимо через A коефiцiєнт Ляме серединної кривої каналу, че-
рез K - кривизну кривої. Врахувавши той факт, що канал є тонким,
розв’язок задачi шукатимемо у виглядi лiнiйного закону за змiнною
α2

u(τ, α1, α2) = u1(τ, α1) +
α2

h
u2(τ, α1), (1)
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де τ - час, u1(τ, α1), u2(τ, α1) - невiдомi функцiї.
Таким чином, врахувавши (1) можемо записати задачу адвекцiї-

дифузiї в областi Ω [3]:

κ

(
∂u1
∂τ

+
Kh

3

∂u2
∂τ

)
+
κPe

A

∂u1
∂α1

− 1

A

∂

∂α1

λ

A

(
∂u1
∂α1

− Kh

3

∂u2
∂α1

)
=

=
1

2h

(∫ h

−h

f(1 + α2K)dα2 − (1 + hK)q+ + (1− hK)q−

)
,

h

3
κ

(
∂u2
∂τ

+Kh
∂u1
∂τ

)
+
h

3

κPe

A

∂u2
∂α1

− h

3

1

A

∂

∂α1

λ

A

(
∂u2
∂α1

−Kh
∂u1
∂α1

)
+

+
λ

h
u2 =

1

2h

(∫ h

−h

f(1 + α2K)α2dα2 − (1 + hK)hq+ − (1− hK)hq−

)
,

u1 = 0, u2 = 0 на α1 = αb
1,

u1 = 0, u2 = 0 на α1 = αe
1,

u
(0)
1 =

1

2h

∫ h

−h

u(0)dα2,

u
(0)
2 =

3

2h2

∫ h

−h

u(0)(1 + α2K)(α2 −
Kh2

3
)dα2,

де Pe - число Пекле, τ - час, κ = Const ≥ 0, λ = Const ≥ 0 - заданi
коефiцiєнти, f(α1, α2), q+(τ, α1, h), q−(τ, α1,−h), u(0)(α1, α2) - вiдомi
заданi функцiї, u(0)1 = u1(0, α1), u

(0)
2 = u2(0, α1).

Рiзномасштабний метод скiнченних елементiв. Головна
iдея РМСЕ [1, 3] полягає в тому, що структура розв’язку вiдобра-
жається у локалiзованих базисних функцiях. Таким чином врахову-
ються характеристики розв’язку, завдяки чому вiдбувається краща
апроксимацiя за невеликої кiлькостi скiнченних елементiв. Для за-
безпечення виконання цiєї властивостi рiзномасштабнi базиснi фун-
кцiї визначають окремо на кожному скiнченному елементi за допо-
могою класичного методу скiнченних елементiв (МСЕ) з умови

Lφi = 0 в Ej , φi = φ0
i на межi Ej , i, j = 1, ..n,

де n - кiлькiсть скiнченних елементiв, Ej − j-й скiнченний елемент,
L - диференцiальний оператор задачi, φi - рiзномасштабнi базиснi
функцiї, φ0

i - лiнiйнi базиснi функцiї МСЕ.

61



Обчислювальний експеримент. Для прикладу розглянемо за-
дачу стацiонарної адвекцiї-дифузiї з переважаючою адвективною
складовою у прямолiнiйному тонкому каналi (у цьому випадку A=1,
K=0). Вiзьмемо наступнi значення параметрiв: Pe = 100, αb

1 =
0, αe

1 = 1, h = 0.05, κ = 1, λ = 1, f = 1, q+ = q− = 0. При таких
значеннях параметрiв вiдомим є аналiтичний розв’язок для u1. На
рис. 3 наведено вигляд рiзномасштабної базисної функцiї. На рис.
4 наведено для порiвняння розв’язок u1, отриманий аналiтично, та
розв’язки u1 i u2, отриманi класичним та рiзномасштабним МСЕ при
розбиттi вiдрiзка на 10 скiнченних елементiв.

Висновки. Для розв’язування задачi адвекцiї-дифузiї у тонкому
каналi було застосовано класичний та рiзномасштабний МСЕ. З рис.
4 бачимо, що для достатньо великого числа Пекле розв’язок РМСЕ
є стiйким та збiгається з аналiтичним розв’язком, тодi як розв’язок
класичним МСЕ мiстить неприроднi осциляцiї. Отриманi результа-
ти демонструють ефективнiсть рiзномасштабного методу скiнченних
елементiв.
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ences). – 2009. – Vol. 4. – C. 234.
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Рис. 2: Вигляд тонкого каналу Рис. 3: Вигляд рiзномасшта-
бної базисної функцiї

Рис. 4: Графiчна iлюстрацiя розв’язку рiзними методами
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Пропонується новий пiдхiд до кластеризацiї часових рядiв, що ба-
зується на моделi часового ряду. Дана модель грунтується на Байє-
сiвському непараметричному пiдходi з використанням процесу Пуас-
сона-Дiрiхле для визначення оптимальної кiлькостi кластерiв. Мо-
дель використовує такi характернi риси часового ряду: тренд, се-
зонну i випадкову компоненти. Краща кластеризацiя вибираються
вiдповiдно до мiри гетерогенностi, тобто за допомогою критерiю мi-
нiмiзацiї (логарифм псевдо граничної ймовiрностi).

Нехай yi = {yit : t = 1, 2, ..., T}, i = 1, ..., n — множина n часових
рядiв, кожен з яких спостерiгається протягом перiоду часу T . Модель
описується в термiнах рiвнянь спостереження i еволюцiї системи:

yit = Fitxit + νit, (1)

xit = α1xi,t−1 + ...+ αpxi,t−p + εit + β1εi,t−1 + ...+ βqεi,t−q, (2)

де νit ∼ N(0, σ2
νi), εit ∼ N(0, σ2

x). Еволюцiйне рiвняння (2) опи-
сує динамiку коефiцiєнтiв xit, як ARMA(p, q) процесу авторегресiї-
ковзаючого середнього, який за допомогою оператора зсуву L, Lxit =
xi,t−1 можна подати у виглядi: αp(L)xit = βq(L)εit.

Стацiонарнiсть ARMA(p, q) процесу визначається лише його
AR(p) частиною. Тому умови стацiонарностi для процесу ARMA тi
ж самi, що й для процесу авторегресiї [3]. Процес ARMA(p, q) — ста-
цiонарний, якщо коренi характеристичного рiвняння AR-частини по
модулю меншi одиницi. Оберненiсть ARMA процесу (можливiсть ви-
разити εit через xit) визначається умовами оберненостi MA-частини.
Якщо MA-частина оборотна, то εit = [βq(L)]

−1αp(L)xit.
Якщо ARMA процес стацiонарний, то за теоремою Вольда вiн

має MA(∞) представлення. Очевидно, що E{xit} = 0. Для того, щоб
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вказати рiвень часового ряду, тренд, сезонну i випадкову компоненти
в моделi, перепишемо рiвняння (1) таким чином:

E(yit) = µi + ω′
ig(t) + ϑ′ih(t),

де µi позначає рiвень серiй часового ряду, ω′
ig(t) — полiномiальний

тренд, ϑ′ih(t) — сезонну компоненту.
Так як ми припускаємо, що спостереження yit є результатом до-

давання похибки вимiрювання νit до середнього рiвня E(yit), на-
ша iдея полягає в кластеризацiї спостережуваного часового ряду
y′i = (yi1, yi2, ..., yiT ), i = 1, ..., n вiдповiдно до параметрiв, що ви-
значають середнiй рiвень ηi = (µi, ωi, ϑi, θi). Однак, в залежностi вiд
характеристик даних, не всi параметри, представленi в ηi будуть ко-
рисними для цiлей кластеризацiї. Наприклад, двi серiї рiзних рiвнiв
часового ряду µi, але з однаковим трендом, сезонною i випадковою
компонентами можуть належати до одного кластеру. Таким чином
узагальнена модель має вигляд:

yi = Zαi +Xβi + θi + εi, (3)

де Z i X — матрицi розмiрностi T × p i T × d, вiдповiдно, αi, βi,
θi — вектори розмiрностi p × 1, d × 1 та T × 1, вiдповiдно. Вка-
занi вектори є параметрами моделi, тобто, ηi = (αi, βi, θi), проте
для кластеризацiї використовуватимуться лише вектори βi i θi. На-
приклад, якщо кластеризацiя грунтується на будь-якому з параме-
трiв крiм рiвня µi, тодi вiзьмемо αi = µi i βi = (ωi, υi). Нарештi,
εi

′ = (εi1, ..., εiT ) ∼ NT (0, σ
2
εiI) являє собою вектор похибок, I —

матриця розмiрностi T × T .
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Класична теорема Гана про промiжну функцiю [1] твердить, що
для довiльних напiвнеперервних вiдповiдно зверху i знизу функцiй
g : X → R i f : X → R, заданих на метричному просторi X, i таких,
що g(x) ≤ h(x) на X, iснує неперервна функцiя f : X → R, для якої
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Ця теорема дiстала значний розвиток у
працях Ж. Д’єдонне, Г. Тонга, М. Катетова, К. Даукера, Е. Майкла
та iнших математикiв. В останнi роки iнтерес до неї вiдновився, бо
з’явилися новi напрямки узагальнень i аналогiв (див. [2,3,4] i вказану
там лiтературу).

Природно поставити аналогiчну задачу для многозначних вiд-
ображень, тобто дослiдити для яких топологiчних просторiв X i Y
i неперервних вiдповiдно зверху i знизу многозначних вiдображень
G : X → Y i H : X → Y , таких, що G(x) ⊆ H(x) на X, iснує непе-
рервна вiдображення F : X → Y , для якого G(x) ⊆ F (x) ⊆ H(x) на
X. Наскiльки нам вiдомо, таке питання ранiше не ставилось. Тут ми
подаємо першi результати на цю тему.

Теорема 6 Нехай X нормальний простiр i (G,H) — пара Гана,
така, що G(x) = [g1(x), g2(x)] i H(x) = [h1(x), h2(x)] для кожно-
го x ∈ X. Тодi iснує промiжна для (G,H) неперервна функцiя
F : X → R така, що F (x) = [f1(x), f2(x)] на X, де функцiї f1 i
f2 є неперервними.

Теорема 7 Нехай X — топологiчний простiр, (g, h) — пара Гана
на X, G(x) = (−∞, g(x)] i H(x) = (−∞, g(x)], i пара Гана (G,H)
має промiжну неперервну функцiю F : X → R. Тодi пара Гана (g, h)
також має промiжну неперервну функцiю f : X → R.

[1] Hahn H. Uber halbstetige und unstetige Functionen // Sitzungsberichte
Akad.Wiss.Wien. Math. - naturwiss.Kl.Abt.IIa. — 1917. — 126. — S.91-110.

66



[2] Маслюченко В.К., Мельник В.С. Про рiвномiрне вiдхилення вiд простору
неперервних функцiй // Збiрник праць Iн-ту математики НАН України. –
2014. – T.XI, №1. – C. 158-166.

[3] Маслюченко В.К., Мельник В.С. Теореми про промiжну афiнну функцiю
для опуклої i вгнутої функцiй // Бук. мат. журн. – 2016. – 4, №1. – C. 110-
116.

[4] Маслюченко В.К., Мельник В.С. Iснування промiжних кусково лiнiйних
та нескiнченно диференцiйовних функцiй // Бук. мат. журн. – 2016. – 4,
№2-3. – C. 93-100.

67



Василь Маценко

Огляд праць з математичного
моделювання динамiки вiкової структури

бiологiчних популяцiй

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Україна

E-mail: vgmatsenko@gmail.com

Питання динамiки чисельностi бiологiчних популяцiй займає цен-
тральне мiсце в теоретичних i практичних задачах екологiї. Основи
динамiчної теорiї бiологiчних популяцiй були започаткованi в робо-
тах В. Вольтерри, А. Лотки та iн. Цi моделi стали тим ґрунтом, на
якому швидкими темпами стала розвиватися математична екологiя.

Досить довгий час математичнi моделi динамiки популяцiй опи-
сувалися звичайними диференцiальними рiвняннями. Звичайнi рiв-
няння маємо тодi, коли незалежною змiнною є час t, тобто популяцiї
описуються загальною чисельнiстю особин N(t).

В останнiй час придiляється значна увага моделям, що врахо-
вують неоднорiдностi особин, зокрема, моделям динамiки вiкової
структури (ДВС) популяцiй, що враховують розподiл загальної чи-
сельностi по вiку. Вiкова густина описується розподiленою функцiєю

x(τ, t), де τ – вiк особин, так що
∞∫
0

x(τ, t)dτ = N(t) .

Одна з перших моделей ДВС, яка стала вже класичною, нале-
жить фон Фоерстеру [1], i представляє собою лiнiйне диференцiальне
рiвняння в частинних похiдних вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x(τ, t), τ, t > 0, (1)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (2)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0, (3)

де d(τ, t), b(τ, t) – коефiцiєнти виживання та народжуваностi, вiдпо-
вiдно. Така модель дослiджувалася в [2] i було показано, що динамiка
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вiкового складу визначається системним параметром

H =

∞∫
0

b(τ) exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
dτ, (4)

який отримав назву бiологiчного потенцiала.
Але бiльш адекватними є нелiнiйнi моделi, якi враховують ефекти

мiжвiкової та внутрiшньовидової конкуренцiї.
Одна з перших таких моделей дослiджувалася в роботi [3] i пред-

ставляє собою узагальнення логiстичного рiвняння Ферхюльста на
випадок урахування вiкової структури. При цьому замiсть рiвняння
(1) маємо рiвняння вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −[d(τ, t) + p(τ, t)x(τ, t)]x(τ, t). (5)

Для задачi (5), (2), (1) при умовах:
1) d(τ, t), p(τ, t) ∈ C(R+,R+), R+ = [0,∞);
2) b(τ, t) – неперервна по t, iнтегрована i кусково-неперервна по τ

в областi R+ × R+;
3) φ(τ) – iнтегрована й диференцiйована на R+;
4) d(τ, t), p(τ, t), b(τ, t) ≥ 0, τ, t ∈ R+, φ(τ) ≥ 0, τ ∈ R+,

доведена теорема про iснування та єдинiсть невiд’ємних розв’язкiв.
Знаходження розв’язкiв задачi (5), (2), (3) зводиться до розв’я-

зування нелiнiйного iнтегрального рiвняння вiдносно ψ(t) вигляду
[3]

ψ(t) =

t∫
0

K(τ, t)ψ(t− τ)

1 + P (τ, t)ψ(t− τ)
dτ +G(t), (6)

де

K(τ, t) = b(τ, t)Λ(τ, t), Λ(τ, t) = exp
(
−

τ∫
0

d(ξ, t− τ + ξ)dξ
)
,

P (τ, t) =

τ∫
0

p(ξ, τ − t+ ξ)Λ(ξ, t− τ + ξ)dξ, t ≥ τ,

G(t) – вiдома функцiя, що визначається через φ(τ) [3].
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Функцiя ψ(t) має бiологiчний змiст - це є кiлькiсть новонародже-
них в момент часу t, тобто ψ(t) = x(0, t).

При моделюваннi динамiки поведiнки бiологiчних угрупувань
особливу роль вiдiграють стацiонарнi режими, оскiльки саме цi ре-
жими найчастiше реалiзуються в природi. Тому їх дослiдження має
конкретне практичне значення як iстотний крок на шляху розумiннi
природних процесiв.

Для моделi
∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −[d(τ) + p(τ)x]x,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ.

знайденi стацiонарнi розв’язки та дослiджена їхня стiйкiсть.
Показано [3], що за умови

H > 1 (7)

iснує ненульовий стацiонарний розв’язок, причому вiн є асимптоти-
чно стiйкий.

Встановлено [3], що значення H = 1 є критичним, коли H стає
меншим за одиницю популяцiя приречена на вимирання.

У випадку внутрiшньовидової конкуренцiї рiвняння (5) набуває
вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

(
d(τ, t) +

∞∫
0

a(τ, t, s)x(x, t)ds
)
x. (8)

Задача (8), (2), (3) дослiджувалася в роботах [4, 5]. Умови вижи-
вання в стацiонарному середовищi також мають вигляд (7).

В загальнiшому випадку популяцiйна задача має вигляд [6]

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(τ, S1(t))x, (9)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, S1(t))x(τ, t)dτ, (10)
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де S1(t), S2(t) – зваженi чисельностi

S1(t) =

∞∫
0

γ1(τ)x(τ, t)dτ, S2(t) =

∞∫
0

γ2(τ)x(τ, t)dτ.

Частиннi випадки моделi (9), (10) розглядалися в роботi [7]. Тут
для зважених за вiком чисельностей популяцiй побудованi системи
звичайних диференцiальних рiвнянь, що описують цi величини. Для
цих систем вiдшукуються стацiонарнi розв’язки та дослiджуються
на стiйкiсть.

В роботi [8] побудованi функцiонали типу функцiй Ляпунова, якi
дозволяють вивчати стiйкiсть стацiонарних розв’язкiв прямим мето-
дом Ляпунова.

Окремий цикл робiт [9, 10, 11, 12] стосується побудови та аналiзу
моделей вiдбору. Вiдбiр є фундаментальним механiзмом змiни стану
екосистеми, її еволюцiї та самоорганiзацiї.

Важливе значення для наслiдкiв процесу вiдбору має врахуван-
ня вiкової структури. Математична модель процесiв вiдбору в межах
однiєї популяцiї з вiковою структурою вивчалася в [9], а для угрупу-
вання з n видiв – в роботах [10, 11, 12]. Тут розглядаються системи,
для яких

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ = const

i визначається, який з видiв має бiльше шансiв на виживання.
Отже, врахування вiкового розподiлу особин в популяцiї призво-

дить до якiсно нових результатiв.
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Електронна логiстика є складною системою, для дослiдження ро-
боти якої, на наш погляд, доцiльно використовувати iнструментарiй
теорiї графiв, зокрема, через його наочнiсть та можливiсть моделю-
вати не тiльки статичнi системи, але й динамiчнi процеси. Одним
з перспективних роздiлiв теорiї графiв є мережi Петрi. Тому для
моделювання процесiв взаємодiї Iнтернет-магазину iз покупцями в
контекстi електронної логiстики пропонується використати розфар-
бовану мережу Петрi (англ. Coloured Petri Net - CPN або CP-net)
комбiнованого типу, де для деяких переходiв визначено часовi за-
тримки.

В загальному виглядi розфарбована комбiнована (щодо часових
затримок в переходах) мережа Петрi може бути представлена насту-
пним чином [1]:

CPNT = (Σ, P, T,A,N,C,G,E, IN) (1)

де Σ - скiнчена непорожня множина типiв, якi називаються ко-
льоровими мiтками; P - скiнчена множина позицiй; T - скiнчена мно-
жина переходiв, серед яких TMS - пiдмножина переходiв без часової
затримки, TTMS - пiдмножина переходiв, для яких визначено часовi
затримки маркерiв; A - скiнчена множина дуг;N - функцiя на вузлах
(позицiях та переходах), що визначена з A; - функцiя на кольорах,
що визначена з P на Σ; G - функцiя обмежень (спускова функцiя),
що визначена з T ; E - функцiя висловлювань на дугах, що визначена
з A; IN - функцiя iнiцiалiзацiї, що визначена з P .
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На основi висунутих припущень, щодо взаємодiї покупця та Iнтер-
нет-магазину, встановлено правила, якi вiдображено у виглядi вiд-
повiдної розфарбованої комбiнованої (за часом) мережi Петрi [2].
Задача моделювання в нашому випадку зводиться до розгляду мо-
жливого досяжного маркування розфарбованої мережi Петрi з вра-
хуванням часових затримок в переходах. Для її розв’язання послi-
довно визначаються активнi переходи та використовуються правила
їх спрацьовування. Дерево досяжного маркування для нашої задачi
наведено в [2].

Побудована модель з використанням розфарбованої комбiнованої
(за часом) мережi Петрi дає можливiсть внести змiни в концептуаль-
но-логiчну схему функцiонування електронної логiстики Iнтернет-
магазину (у частинi взаємодiї iз покупцем) як на етапi проектування,
так i на етапi функцiонування. Iмiтацiя поведiнки покупця дозволяє
частково передбачити його дiї чи запити i, тим самим, оптимiзувати
роботу Iнтернет-магазину з метою надання йому (покупцю) дода-
ткового часу на пошук товару чи оплату за товар, пропозицiй щодо
замiни вiдсутнього товару, аналогiв товару нижчої цiни чи iншої тор-
гової марки тощо. Моделювання дiй менеджера дозволяє пiдвищити
ефективнiсть вiддiлу збуту Iнтернет-магазину щодо реакцiї на за-
пити користувача, вивчення попиту на певнi найменування товару
тощо.

[1] Bozek A., Zabinski T. Coloured timed Petri Nets as tool of off-line simulating
for intelligent manufacturing systems // Przeglyad Elektrotechniczny (Electri-
cal Review). – 2010. – Vol. 2010, No. -9- P. 101-105.

[2] Скiцько В. I., Мельник Г. В. Моделювання процесiв електронної логiсти-
ки Iнтернет-магазину з використанням розфарбованих комбiнованих (за
часом) мереж Петрi // Економiчний часопис-ХХI. – 2015. – 7-8, -(2)-
C. 65-68.
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Iвано-Франкiвськ, Україна

Процес бурiння є найбiльш енергозатратним зi всього циклу бу-
дiвництва свердловини. Загальна потужнiсть приводу, що вiдповiдає
цим енергозатратам, знаходиться в межах 1000-2000 кВт.

Величина енергiї, яка пiдводиться до шарошкового долота пiд час
роторного бурiння, складає 12-15% вiд загальної енергiї, затраченої
на поглиблення свердловини. За взаємодiї бурильного iнструменту з
вибоєм свердловини виникають коливання корпуса долота, енергiя
яких у 5 разiв перевищує енергiю процесу руйнування породи.

Для її зменшення в компонування низу бурильної колони
(КНБК) включають вiброзахиснi пристрої (ВЗП). За результатами
промислових випробувань з’ясовано вплив цих пристроїв на основнi
технiко-економiчнi характеристики процесу бурiння. Використання
ВЗП змiнює жорсткiсть C i демпфування β КНБК. Вивчення зако-
номiрностей перерозподiлу енергiї, пiдведеної до долота, дає можли-
вiсть пiдвищити ефективнiсть процесу бурiння з одночасним зниже-
нням енергозатрат на будiвництво свердловин.

Метою дослiдження є пiдвищення ефективностi процесу бурiння
свердловин роторним способом на основi аналiзу результатiв стендо-
вих експериментальних дослiджень впливу змiни жорсткостi та дем-
пфування бурильного iнструменту на технiко-економiчнi показники
i енергоємнiсть процесу руйнування породи.

В IФНТУНГ для проведення експериментальних дослiджень на
базi верстата СБА-500 створено буровий стенд, оснащений iнформа-
цiйно-вимiрювальним комплексом. З метою встановлення залежно-
стей мiж механiчною швидкiстю VМЕХ з одного боку та режимними
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параметрами процесу бурiння (осьовим статичним навантаженням
на долото FCT i частотою обертання n∂) i характеристиками C, β
бурильного iнструменту з другого боку проведено 144 серiї експе-
риментiв (371 дослiд) за класичною схемою. Витрата промивальної
рiдини була постiйною, складала 7 л/с i забезпечувала повне очище-
ння вибою вiд шламу.

Авторами запропоновано методику обробки проходки h на доло-
то, що складається з трьох етапiв:

– видiлення однорiдних за буримiстю iнтервалiв розрiзу свердло-
вини;

– визначення статистичних характеристик вибiрок значень меха-
нiчної швидкостi бурiння на видiлених iнтервалах та перевiрка вiд-
повiдностi цих вибiрок нормальному закону розподiлу;

– видiлення вибiрок значень механiчної швидкостi бурiння, якi
вiдносяться до однiєї генеральної сукупностi, з використанням ста-
тистичної перевiрки параметричних гiпотез.

Розроблено методику визначення енергоємностi процесу руйнува-
ння гiрської породи за записами проходки h та обертового моменту
T∂ на долотi.

Експериментально з ймовiрнiстю бiльшою за 0,95 доведено вплив
жорсткостi С та демпфування β бурильного iнструменту на механi-
чну швидкiсть та енергоємнiсть бурiння свердловин шарошковими
долотами.

Для змiни жорсткостi С використовувались гвинтовi пружини
стиску, а для змiни демпфування β – гiдравлiчнi поглиначi коливань
з рiзною кiлькiстю дросельних отворiв.

За результатами експериментальних дослiджень вперше одержа-
но залежностi енергоємностi W̄ процесу руйнування породи вiд па-
раметрiв С, β бурильного iнструменту, якi представлено полiномами
другого степеня. Встановлено, що зi збiльшенням твердостi породи
мiнiмум залежностi W̄ = f(C) змiщується в бiк бiльших значень
жорсткостi, а максимум залежностi W̄ = f(β) змiщується в бiк ви-
щих значень демпфування.

Результати стендових дослiджень дозволили уточнити з урахува-
нням жорсткостi та демпфування бурильного iнструменту цiльовий
критерiй вибору оптимальних режимiв бурiння – максимум механi-
чної швидкостi проходки та запропонувати новий критерiй – мiнiмум
енергоємностi руйнування гiрської породи.

Авторами за результатами планованого експерименту запропоно-
вано багатофакторнi емпiричнi моделi механiчної швидкостi та енер-
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гоємностi бурiннi свердловин шарошковими долотами, якi врахову-
ють режимнi параметри, жорсткiсть i демпфування бурильного iн-
струменту i мають однаковий якiсний характер з моделями, одер-
жаними на основi аналiзу розмiрностей з використанням критерiїв
подiбностi.

Розроблено методики адаптацiї результатiв стендових експери-
ментальних дослiджень до промислових умов бурiння нафтових, га-
зових i дегазацiйних свердловин. За результатами впровадження ме-
тодик одержано збiльшення механiчної швидкостi в 1,6 рази при бу-
рiннi 15 дегазацiйних свердловин.

[1] Стiйкiсть i коливання бурильної колони / В.М. Мойсишин, Б.Д. Борисе-
вич, Ю.Л. Гаврилiв, С.Д. Зiнченко. – Iвано-Франкiвськ: Лiлея-НВ, 2013. –
590 с.

[2] Комплексне освоєння газовугiльних родовищ на основi потокових техно-
логiй бурiння свердловин / В.М. Мойсишин, I.М. Наумко, В.I. Пилипець та
iн. – К.: Наукова думка, 2013. – 310 с.

[3] Moisyshyn V. Multifactorial mathematical model of mechanical drilling speed /
V. Moisyshyn, B. Borysevych, R. Shcherbiy // Mining of Mineral Deposits. –
CRC Press, Taylor & Francis Group, a Balkema Book, 2013, р. 359-368.

[4] Багатофакторна математична модель енергоємностi процесу руйнуван-
ня гiрської породи / В.М. Мойсишин, Б.Д. Борисевич, Р.Б. Щербiй та iн.
// Розвiдка та розробка нафтових i газових родовищ. – Iвано-Франкiвськ,
2013. – № 1 (46). – С. 66-78.
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Розглянемо параболiчну крайову задачу з м’якими межами, яка
математично зводиться до iнтегрування в областi D2 = {(t, r) : t ∈
∈ (0,∞); r ∈ I2 = (0, R1)

∪
(R1, R2)

∪
(R2, R3); R3 < ∞} диференцi-

альних рiвнянь

∂u1
∂t

+ γ21u1 − a21Bν,α1 [u1] = f1(t, r), r ∈ (R0, R1),

∂u2
∂t

+ γ22u2 − a22Λ(µ)[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1, R2),

∂u3
∂t

+ γ23u3 − a23B
∗
α2
[u3] = f3(t, r), r ∈ (R2, R3)

(1)

з нульовими початковими умовами, крайовими умовами

lim
r→0

[rγu1(t, r)] = 0;[(
α3
22 + δ322

∂

∂t

)
∂

∂r
+ β3

22 + γ322
∂

∂t

]
u3(t, r)

∣∣∣∣
r=R3

= gR(t)
(2)

та умовами спряження (j, k = 1, 2){[(
αk
j1 + δkj1

∂

∂t

)
∂

∂r
+ βk

j1 + γkj1
∂

∂t

]
uk(t, r)−

−
[(
αk
j2 + δkj2

∂

∂t

)
∂

∂r
+ βk

j2 + γkj2
∂

∂t

]
uk+1(t, r)

}∣∣∣∣
r=Rk

= ωjk(t).
(3)

Розв’язок мiшаної крайової задачi (1) – (3) будуємо методом гiб-
ридного iнтегрального перетворення Бесселя–Лежандра–Ейлера за
формулами [1]:

H
(µ)
v,(α);n[g(r)] =

R3∫
0

g(r) v
(µ)
ν,(α)(r, βn) σ(r) dr ≡ g̃n, (4)
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H
−(µ)
v,(α);n[g̃n] =

∞∑
n=1

g̃n v
(µ)
v,(α)(r, βn) ≡ g(r). (5)

H
(µ)
v,(α);n

[
M

(µ)
ν,(α)[g(r)]

]
= −β2

n g̃n −
3∑

i=2

k2i g̃in +
(
α̃3
22

)−1 ×

× v
(µ)
ν,(α);3(R3, βn) a

2
3 σ3 R

2α2+1
3 gR +

+

2∑
k=1

dk

[
Z

(µ),k
ν,(α);12(βn)ω2k − Z

(µ),k
ν,(α);22(βn)ω1k

]
.

(6)

У результатi застосування оператора H(µ)
v,(α);n до крайової задачi

(1) – (3), внаслiдок основної тотожностi (6) одержуємо задачу задачу
Кошi [2]:

d ũn
dt

+ (β2
n + γ2) ũn = F̃n(t), (7)

ũn(t)|t=0 = 0; γ2 = max{γ21 ; γ22 ; γ23}. (8)

Розв’язком задачi Кошi (7), (8) є функцiя

ũn(t) =

∫ t

0

e−(β2+γ2)(t−τ) F̃n(τ) dτ. (9)

Застосуємо оператор H
−(µ)
v,(α);n за правилом множення матриць до

матрицi-елемента [ũn(t)], де функцiя ũn(t) визначена за формулою
(9). У результатi елементарних перетворень маємо єдиний розв’язок
задачi (1) – (3):

uj(t, r) =

∞∑
n=1

ũn(t) v
(µ)
ν,(α);j(r, βn) =

t∫
0

R1∫
0

H
(µ)
ν,(α);j1(t− τ, r, ρ) f1(τ, ρ)×

×σ1 ρ
2α1+1dρ dτ +

t∫
0

R2∫
R1

H
(µ)
ν,(α);j2(t− τ, r, ρ) f2(τ, ρ)σ2 sh ρ dρ dτ+

+

t∫
0

R3∫
R2

H
(µ)
ν,(α);j3(t− τ, r, ρ) f3(τ, ρ)σ3ρ

2α2−1 dρ dτ+ (10)
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+

t∫
0

W
(µ)
ν,(α);3j(t− τ, r)gR(τ) dτ +

2∑
k=1

dk

t∫
0

[
R

(µ),j,k
ν,(α);12(t− τ, r) ω2k(τ) −

− R
(µ),j,k
ν,(α);22(t− τ, r) ω1k(τ)

]
dτ ; j = 1, 3.

У формулах (10) беруть участь головнi розв’язки:
1) породженi неоднорiднiстю системи функцiї впливу

H
(µ)
ν,(α);j3(t, r, ρ) =

∞∑
n=1

e−(β2
n+γ2) t ×

×v(µ)ν,(α);j(r, βn) v
(µ)
ν,(α);k(ρ, βn); j, k = 1, 3;

2) породженi крайовою умовою в точцi r = R3 функцiї Грiна

W
(µ)
ν,(α);3j(t, r) = (α̃3

22)
−1R2α2+1

3

∞∑
n=1

e−(β2
n+γ2) t×

×v(µ)ν,(α);j(R3, βn) v
(µ)
ν,(α);j(r, βn); j = 1, 3;

3) породженi неоднорiднiстю умов спряження функцiї Грiна

R
(µ),j,k
ν,(α);12(t, r) =

∞∑
n=1

e−(β2
n+γ2) t×

×Z(µ),k
ν,(α);i2(βn) v

(µ)
v,(α);j(r, βn); i, k = 1, 2; j = 1, 3.

Висновки. Методом скiнченного гiбридного iнтегрального пере-
творення типу Бесселя-Лежандра-Ейлера зi спектральним парамет-
ром одержано iнтегральне зображення точного аналiтичного розв’яз-
ку мiшаної задачi для рiвнянь параболiчного типу на трискладовому
сегментi полярної осi з м’якими межами. Побудований розв’язок не-
перервно залежать вiд параметрiв та даних задачi й може використо-
вуватись як в теоретичних дослiдженнях, так i при комп’ютерному
моделюваннi еволюцiйних процесiв у кусково-однорiдних середови-
щах.

[1] Ленюк М.П., Мороз В.В. Побудова скiнченного гiбридного iнтегрального
перетворення при навностi спектрального параметра в крайових умовах
та умовах спряження // Науковий вiсник Чернiвецького унiверситету. Ви-
пуск 314-315. Математика. – Чернiвцi: Рута, 2006. – С. 105–113.

[2] Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. – М.: Физматгиз, 1959. –
428 с.
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Дослiдження форм тонких
осесиметричних стацiонарних штучних
каверн у вертикальному потоцi води
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2 ЧНУ iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна
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Опiр високошвидкiсних пiдводних транспортних засобiв, може
бути зменшений шляхом зменшення площi, яка змочується водою,
тобто за допомогою використання суперкавiтацii (дивись, напри-
клад, [1-3]). Для отримання малих значень числа кавiтацiї при малих
швидкостях або на великих глибинах руху, використовується пiддув
каверни газом (див, наприклад, [4]). Вентиляцiя також дуже важли-
ва в експериментах, оскiльки швидкостi в експериментальних уста-
новках, як правило, набагато меншi, нiж для реальних транспортних
засобiв. Обмеженi швидкостi кавiтацiйних труб суттєво збiльшують
вплив гравiтацiї на форми i розмiри каверни. Теоретичнi та чисельнi
дослiдження вентильованих каверн вельми обмеженi. Навiть в то-
му випадку, коли вплив потоку газу усерединi каверни i гравiтацiї
незначнi, немає повної теорiї для форми каверни в залежностi вiд
швидкостi подачi газу, числа кавiтацiї i форми тiла, розташованого
усерединi каверни.

Якщо газ рухається у вузькому каналi мiж поверхнею каверни
i корпусом транспортного засобу, то тиск на поверхнi каверни не є
постiйним i змiнює її форму в порiвнянi з випадком парової кавi-
тацiї. Це складне явище дослiджувалось чисельно з використанням
рiвнянь в’язкої рiдини [5]. Використання моделi iдеальної рiдини i
теорiї тонкого тiла дозволяє отримати простi рiвняння для форми
осесиметричних вентильованих суперкаверн, якщо потiк газу мiж
поверхнею каверни i тiла обертання є одновимiрним, нев’язким i не-
стисливим.

Деякi цiкавi результати були отриманi в роботах [6-8] для стацiо-
нарного потоку рiдини без гравiтацiйних ефектiв. В роботi [9] резуль-
тати цих робiт узагальненi для нестацiонарних вертикальних потокiв
в полi сили тяжiння. Зокрема, було запропоновано рiвняння першого
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наближення для радiуса R(х) стацiонарної осесиметричної вентильо-
ваної каверни

d2R2

dx2
=

σ0
ln ϵ

+
2kx

Fr2 ln ϵ
+ (1)

+∆

[
a− 1

(R2 −R2
b)

2

]
,

де всi довжини є безрозмiрними (вiднесенi до радiусу каверни в її по-
чатку R0), k = 1 вiдповiдає випадку, коли напрямки потоку води на
нескiнченностi i гравiтацiйного прискорення збiгаються; k = −1 вiд-
повiдає випадку, коли напрямки цих векторiв протилежнi. Значення
параметрiв σ0, Fr, ∆ i a визначаються формулами:

σ0 =
2(p∞ − pv − p0)

ρU2
, F r =

U√
gR0

,

∆ = − ρgQ
2

π2R4
0ρU

2 ln ϵ
, a =

[
1− R2

b0

R2
0

]−2

,

де ρ густина води; U стала швидкiсть потоку води на нескiнчен-
ностi; pv -тиск водяної пари при температурi навколишнього сере-
довища; p∞ i p0 тиски, вимiрянi в поперечному перерiзi каверни
далеко в потоцi води i газi на початку каверн вiдповiдно; ρg постiйна
густина газу;; Q об’ємне витрачання газу; Rb, Rb0 радiуси корпусу
в точках x i x = 0; ϵ малий параметр, вiдношення максимального
радiуса системи каверна-кавiтатор до його довжини.

У даному дослiдженнi розглянутi числовi рiшеннях рiвняння (1)
при рiзних значеннях числа Фруда Fr i параметра k. Розрахованi
форми i розмiри вентильованих каверн i проаналiзованi критичнi
значення iнтенсивностi пiддуву.
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Iнформацiйна технологiя розпiзнавання
символiв на основi клiтинних автоматiв
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: s.ostapov@chnu.edu.ua

Сьогоднi на ринку офiсного програмного забезпечення iснує бага-
то комерцiйних систем розпiзнавання тексту. Вони активно викори-
стовуються у повсякденнiй роботi, але у разi розпiзнавання дефор-
мованих символiв або таких, що частково накладаються, не кажучи
вже про рукописнi, виникають серйознi проблеми. Тому розробка
нових методiв, якi впевнено працювали би в складних випадках роз-
пiзнавання є актуальною науково-технiчною задачею [1].

Одним з варiантiв вирiшення цiєї проблеми є залучення до таких
задач конкуруючих клiтинних автоматiв.

Подамо символи латинської абетки у виглядi множини клiтинних
автоматiв (КА):

Σ = {σi}Ni=1, (1)

де N – потужнiсть алфавiту (наприклад, для латини – N = 26).
Кожен КА має свою множину характеристичних станiв U , якi одно-
значно описують один з символiв абетки:

U = {uk}Mk=1, (2)

де M – кiлькiсть характеристичних станiв КА.
Тодi кожен КА буде характеризуватися своєю множиною станiв,

залежати вiд дискретного часу t та описуватися мiткою ξ, яка одно-
значно iдентифiкує цей КА:

σi = σi(U, t, ξ). (3)

КА, що знаходиться в момент часу t у певному станi uk, може пере-
ходити у сусiднiй стан uk+1 (uk−1) згiдно правил, якi визначаються
функцiєю переходу:

σi(uk+1, t+ 1, ξ) = φ(σi(uk, t, ξ)). (4)
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Перехiд може виконуватися, при умовi, що стан uk+1 (uk−1) зна-
ходиться в околi стану uk i дозволений правилами переходу.

Нехай вiдсканований текст подано у виглядi клiтинно-
автоматного поля, на якому можуть рухатися КА. Зображення
кожного символу представляється у виглядi масиву КА-станiв,
аналогiчних станам самих КА:

Ω = {ωp}Pp=1 . (5)

Тут P – кiлькiсть станiв, яка однозначно описує певний символ i
може бути рiзною залежно вiд розмiрiв символу та вiдносного розта-
шування його частин. Представлення зображення символу у виглядi
множини станiв дозволяє нам абстрагуватися вiд його розмiрiв, тов-
щини та особливостей написання.

Процес розпiзнавання . На початку процесу розпiзнавання усi
типи КА розмiщуються на КА-полi у випадковому порядку. Най-
кращим варiантом розмiщення КА є такий, коли на кожен символ
потрапили усi типи КА. На наступному кроцi починається рух КА
по сусiднiх станах ωp вiдповiдного символу. Перехiд у новий стан
дозволяється, якщо ∀ωp ∈ Ω ∃uk ∈ U . Якщо ж ∀ωp ∈ Ω @uk ∈ U ,
вважається, що даний КА не вiдповiдає поточному символу i вiн ви-
лучається з КА-поля. В результатi такого руху на поточному симво-
лi залишаться лише такi КА, якi досягають усi свої характеристичнi
стани з множини U . Однак на цьому процес розпiзнавання не мо-
жна вважати завершеним, оскiльки на деяких символах може бути
декiлька КА, що повнiстю задовольняють усi свої стани. Зокрема,
це можуть бути символи “Н” та “I”, “О” та “С” тощо. Для правиль-
ного розпiзнавання у таких випадках використовується розроблений
нами механiзм конкуренцiї [2].

Механiзм конкуренцiї КА. Нехай на символi “Н” рухаються
два КА, якi досягають усiх своїх характеристичних станiв: типу “Н”
i типу “I”. Позначимо через NH (NH = 1) кiлькiсть КА типу “Н”
та через NI (NI = 1) – кiлькiсть КА типу “I”. При досягненнi чер-
гового характеристичного стану з множини U кожен КА створює
свою копiю, розмiщуючи її на клiтинах поточного символу, тобто
NH = NH + 1 та NI = NI + 1. Оскiльки у символу “Н” 6 характе-
ристичних станiв (верхнi й нижнi кiнцевi точки та розгалуження на
перетинцi), а у символу “I” – два таких стани (верхнiй та нижнiй кiн-
цi), то кiлькiсть КА типу “Н” за один повний цикл руху по символу
зросте на 6 (NH = NH +6), а КА типу “I” – на 2: NI = NI +2. Пiсля
заповнення усiх станiв символу, коли рух КА припиниться, будемо
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мати NH > NI . В такому разi КА типу “I” “програв” конкуренцiю,
i вiдбувається перетворення усiх його екземплярiв у КА типу “Н”:
σI(UI , t, ϕ) → σH(UH , t, η). Тепер зображення символу буде повнiстю
заповнене КА типу “Н”. Зчитування мiтки дасть нам символ, який
ми розпiзнавали.

Деяке спрощення дозволить пiдвищити швидкiсть розпiзнавання.
Нехай у КА σI MI = 2 характеристичних стани, а у КА σH MH =
6. “Розмноження” КА можна замiнити знаходженням max(MH ,MI).
Очевидно, що в цьому випадку символ також буде розпiзнано як “Н”.

Перевагою запропонованого методу є те, що вiн легко розпара-
лелюється, оскiльки розпiзнавання кожного символу незалежне. Це
традицiйна риса КА, яка дозволяє оптимiзувати швидкодiю цього
процесу.

На основi розробленого методу розпiзнавання нами запропонова-
на iнформацiйна технологiя, схему якої подано на рис. 1-2.

Рис. 1. Схема iнформацiйної технологiї розпiзнавання тексту
на основi конкуруючих клiтинних автоматiв

Як бачимо, перед розпiзнаванням виконується попередня обробка
зображення, очищення його вiд шуму, розбиття його на рядки та
символи, генерування клiтинно-автоматного поля.

Рис. 2 описує, власне, процес розпiзнавання на основi КА. На
клiтинно-автоматному полi вiдбувається генерування клiтинних ав-
томатiв, пiсля закiнчення якого запускається рух КА. Пiд час руху
аналiзуються сусiднi по вiдношенню до поточного стану КА клiтини
та визначається можливiсть руху. Якщо такої можливостi немає, КА
вилучається з КА-поля. Далi запускається процес конкуренцiї КА,
який дає остаточний результат розпiзнавання.

86



Рис. 2. Схема процесу розпiзнавання
на основi конкуруючих клiтинних автоматiв

Цю iнформацiйну технологiю було реалiзовано в програмному за-
безпеченнi (десктопна та мобiльна версiї), яке продемонструвало сту-
пiнь розпiзнавання до 98% на друкованому текстi, до 84% – на руко-
писних символах (креслярський шрифт), до 68% – на деформованих
рукописних символах (деформацiї до 30%) та до 56% правильного
розпiзнавання рукописних символiв, що частково накладаються.

[1] Жихаревич В.В., Остапов С.Е., Миронiв I.В. Аналiз методiв розпiзнавання
символiв тексту // Радiоелектроннi i комп’ютернi системи. – 2016. – № 5
(79). – С. 137-142.

[2] Жихаревич В.В., Миронiв I.В., Остапов С.Е. Алгоритм розпiзнавання
символiв тексту на основi конкуруючих клiтинних автоматiв // Радiо-
електронiка, Iнформатика, Управлiння. – 2015. – № 4 (35). – С. 39-44.
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навчального призначення
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,
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Педагогiчнi програмнi засоби (ППЗ) – пакети прикладних про-
грам, призначенi для вирiшення рiзних завдань навчання: форму-
вання знань, умiнь i навикiв, контролю якостi засвоєння, узагальне-
ння i систематизацiї знань i т.п., а також програмна документацiя,
що визначає порядок застосування програмних засобiв. У навчаль-
ному процесi можуть застосовуватися рiзнi види ППЗ: комп’ютер-
нi навчальнi програми, iнформацiйно-пошуковi системи навчально-
го призначення, експертнi системи навчального призначення та iн.
Вони вiдрiзняються програмною реалiзацiєю, цiлями та способами
застосування в навчальному процесi.

Iснує багато рiзних пiдходiв до класифiкацiї ППЗ навчального
призначення, але єдиної думки i вiдповiдно загальної класифiкацiї
немає, що зазначають бiльшiсть авторiв [1, 2].

Цiкавою є класифiкацiя, заснована на розходженнях у пiдходах
до складання програм. Розрiзняють лiнiйнi, рогалуженi, генеративнi
програми, програми моделювання й iмiтацiї, iгри, програми вирiше-
ння проблем, програми вiльного вибору, дiалоговi системи.

1. Лiнiйнi програми будуються на основi iдеї лiнiйного програму-
вання, висунутої американським психологом Б. Скiннером. Їх голов-
нi переваги – покрокова подача матерiалу, пооперацiйне пiдкрiплен-
ня (видача вiдповiдей на кожному етапi), iндивiдуалiзацiя навчання
(полягає лише в тому, що учень може виконувати завдання в тому
темпi, що вiдповiдає його iндивiдуальним особливостям i можливо-
стям). Втручатися в програму, запросити додаткову iнформацiю при
такому програмуваннi учень не може, i в цьому недостатня дида-
ктична цiннiсть пiдходу. Другий дефект – це розрахунок на певний
однозначний спосiб розв’язання кожної задачi.

2. Розгалуженi програми будуються на основi запропонованого
американським психологом Н. Краудером принципу розгалуженого
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програмування. Передбачають видачу рiзного роду пояснень до варi-
антiв рiшень. В iсторiї програмованого навчання створення розгалу-
жених програм стало кроком вперед у порiвняннi з лiнiйними, хоча
учень в них не конструює вiдповiдь, а робить вибiр з безлiчi запро-
понованих. Основнi вiдмiнностi цiєї програми вiд лiнiйної: укладач
не виходить з того, що вiдповiдь учня повинна бути неодмiнно пра-
вильною; учень одержує коментар на свою вiдповiдь i або коректує
свою роботу, або рухається далi в певнiй послiдовностi.

3. Генеративнi програми (програми породження). Дають можли-
вiсть самостiйно розв’язати запропоновану проблему або задачу i
тiльки пiсля цього запросити в комп’ютера вiдповiдь про правиль-
нiсть свого розв’язку.

4. Програма математичної моделi навчання – по сутi створення
формалiзованої моделi навчальної дiяльностi.

5. Програми моделювання й iмiтацiї – програми, що моделюють
явище з iмiтацiєю дiї.

6. Iгри. Комп’ютернi iгри, на вiдмiну вiд звичайних, побудованi
на використаннi аудiо- та вiзуальних ефектiв i дозволяють гравцю
виявляти рiзнi здiбностi.

7. Програми вирiшення проблем. Їх створення засноване на гiпо-
тезi, що складання проблемних програм сприяє розвитковi умiння
вирiшувати будь-якi задачi. Цей пiдхiд вiдрiзняється вiд моделюва-
ння тим, що сам процес програмування, а не його предмет, ставиться
в центр уваги.

8. Програма вiльного вибору. Можливiсть вибору з наявних у
банку центрального комп’ютера програм, здiйснення по них запи-
тiв про iнформацiю, що зацiкавила. Зв’язок з центральним банком
даних здiйснюється в рамках локальної мережi або з використанням
мережi Iнтернет.

9. Дiалогова система. Поступове пiзнання функцiй комп’ютера
привело до використання в процесi навчання дiалогу з комп’юте-
ром. Складнiсть i рiзноманiтнiсть взаємодiї з комп’ютером залежать
вiд мови програмування, здiбностей укладача програм, його компе-
тентностi в предметi.

Сьогоднi розроблено вже значну кiлькiсть ППЗ, використання
яких дозволяє розв’язувати за допомогою комп’ютера досить широ-
ке коло задач рiзних рiвнiв складностi з усiх навчальних дисциплiн.
Серед iнших iнтерес представляють ППЗ навчального призначення
з математики та iнформатики – їх найбiльше.

У програмi початкової освiти вищого навчального закладу сту-
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дентiв знайомлять з ППЗ навчального призначення, а лабораторний
практикум з даної навчальної дисциплiни передбачає проектуван-
ня ППЗ доступними засобами, серед яких вiдомi програми з пакету
програм Microsoft Office – електроннi таблицi Excel та створення пре-
зентацiй PowerPoint, а також створення ППЗ з допомогою програ-
ми Windows Movie Maker. Для створення педагогiчних програмних
засобiв з допомогою цих програм, достатньо володiти технологiєю
використання функцiй в електронних таблицях [3], вмiти застосову-
вати анiмацiю та тригери в електронних презентацiях [4], викори-
стовувати вiдеоефекти програми Movie Maker. Автором розроблено
низку лабораторних занять зi створення ППЗ навчального призна-
чення для початкової школи.

Володiючи основами комп’ютерних технологiй, вчителi можуть
самостiйно готувати педагогiчнi програмнi засоби навчального при-
значення для початкової школи з рiзних предметiв.

Використання ППЗ у навчально-виховному процесi сприяє пiдви-
щенню його ефективностi, суттєво впливає на змiст, форми, методи
i засоби навчання.

[1] Волинський В.П. Класифiкацiя програмних засобiв навчального призначе-
ння// Комп’ютер у школi та сiм’ї. – 2005. –№1. – C. 19-20.

[2] Гершунский Б.С. Компьютеризация в сфере образования: проблемы и пер-
спективы. – Москва: Педагогика, 1987. – 264 с.

[3] Пилипюк Т.М. Автоматизацiя створення тестових завдань // Мiжна-
родна наукова конференцiя, присвячена 80-рiччю вiд дня народження Ми-
хайла Павловича Ленюка, 28-30 жовтня 2016 р., Чернiвцi: матерiали кон-
ференцiї. – Чернiвцi, 2016. – С. 209-211.

[4] Пилипюк Т.М. Використання тригерiв в iнтерактивних презентацiях
для створення наочностi // Наук. пр. Кам’янець-Подiл. нац. ун-ту iм.
I. Огiєнка: зб. за пiдсум. звiт. наук. конф. викл., докторантiв i асп.: вип. 15,
у 3 т. – Кам’янець-Подiльський: Кам’янець-Подiл. нац. ун-т iм. I. Огiєнка,
2016. – Т. 2. – С. 32-34.
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Встановлення основних закономiрностей поведiнки частинки, що
здiйснює випадковi блукання по вузлах цiлочисельної решiтки, та
їх ймовiрнiсного тлумачення можливе при дослiдженнi спрощених
моделей.

Математична модель симетричного випадкового блукання слу-
жить для найпростiшого наближеного опису фiзичного процесу бро-
унiвського руху i дифузiї матерiальної частинки, що здiйснює ви-
падковi перемiщення пiд дiєю великої кiлькостi зiткнень з молекула-
ми [1]. Фiзичний змiст має лише граничний випадок – неперервний
рух. Дискретна схема випадкових блукань, що грунтується тiльки на
комбiнаторних властивостях, приводить до результатiв, якi є спра-
ведливими i у своїй граничнiй формi.

Розглянемо задачу про повернення частинки в початок коорди-
нат, що можливе лише через парну кiлькiсть крокiв (парнi моменти
часу) [1]. Для цього попередньо дослiдимо поведiнку числової послi-
довностi ймовiрностей P2n(n), n ∈ N при p = q = 1

2 . Згiдно зi схемою
Бернуллi ймовiрностi появи визначеної подiї рiвно k разiв в n неза-
лежних випробуваннях (0 ≤ k ≤ n) обчислюється за формулою

Pn (k) = Ck
np

kqn−k.

Послiдовнiсть {P2n(n)} є монотонно спадною, тобто для усiх n
(n = 1, 2, 3, . . .) виконується нерiвнiсть P2n(n) > P2n+2(n + 1). Зна-
йдемо граничне значення {P2n(n)} при необмеженому зростаннi n
(n→ ∞) :

Cn
2n · 1

22n
= lim

n→∞

(2n)!

(n!)2
· 1

22n
.

Нагадаємо, що при достатньо великих n (n → ∞) справедливою
є формула Стiрлiнга:

n! ∼ nn · e−n ·
√
2πn,
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згiдно якої
(2n)!

(n!)2
∼ 22n√

πn
,

отже,

P2n(n) ∼
1√
πn

,

тобто
lim

n→∞
P2n(n) = 0.

Симетричне випадкове блукання на прямiй
Повернемося до задачi про повернення частинки в початок ко-

ординат (стартове положення). Нехай P2n – ймовiрнiсть повернення
частинки в "нуль" за 2n крокiв (в момент 2n). Оскiльки число мар-
шрутiв, що з’єднують точки (0; 0) i (2n; 0) рiвне L(2n; 0) = Cn

2n, то
P2n = Cn

2n · 1
22n , а ймовiрнiсть першого повернення в "нуль" в момент

2n визначається залежнiстю f2n = P2n−2 − P2n, що при n ≥ 1 має
вигляд f2n = 1

2n · P2n−2.

Ймовiрнiсть повернення в "нуль" за 2n крокiв буде визначатись
залежнiстю

f2 + f4 + f6 + . . .+ f2n = 1− P2n.

Oскiльки P2n → 0 при n→ ∞, то
n∑

k=1

f2k = 1.

Тобто, при нескiнченному числi маршрутiв (траекторiй) ймовiр-
нiсть того, що частинка коли-небудь повернеться в "нуль" , рiвна
одиницi.

У пiдсумку зазначимо, що з ймовiрнiстю 1 частинка нескiнченне
число разiв потрапляє у будь-яку як завгодно вiддалену точку (в
тому числi i в "нуль"), але середнiй час очiкування таких подiй є
нескiнченно великий.

Слiд вiдзначити, що аналiз випадкових блукань частинки на пря-
мiй лiнiї при наявностi поглинаючого i вiдштовхуючого екранiв ви-
свiтлений у [2].

Про симетричне випадкове блукання на площинi i у про-
сторi

Вiдповiдь на питання можливостi повернення блукаючої частин-
ки в "нуль" у двовимiрному i тривимiрному випадках отримаємо,
дослiдивши поведiнку ряду

∑
P2n.

У двовимiрному випадку частинка за один крок може перемiсти-
тись з однаковою ймовiрнiстю 1

4 у будь-якому напрямку: вперед, на-
зад, вправо, влiво, причому незалежно вiд передiсторiї її блукання.
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Загальне число маршрутiв з початку координат буде визначатись
залежнiстю

L(2n; 2n) =
(2n)!

(k!)2((n− k)!)2
= Cn

2n ·
(
Ck

n

)2
,

отже,

P2n = (Cn
2n)

2 · 1

42n
.

При великих n, згiдно з формулою Стiрлiнга, отримаємо:

P2n ∼ 1

42n
· 2

4n

πn
=

1

πn
.

Оскiльки числовий ряд iз загальним членом 1
πn є розбiжним, то

робимо висновок, що у двовимiрному випадку блукання є зворотним.
У тривимiрному випадку послiдовнiсть перемiщень в один iз ше-

сти напрямiв (вперед, назад, вправо, влiво, вверх, вниз) є довiльна
(випадкова), а поведiнка ряду

∑
P2n еквiвалентна поведiнцi ряду∑

1
n3/2 . Враховуючи, що у даному випадку ряд

∑
P2n є збiжний,

а
∞∑

n=1
f2n < 1, робимо висновок: ймовiрнiсть повернення в початок

координат за 2n крокiв при досить великих n є близькою до нуля.

У пiдсумку зазначимо:

1. При необмеженому збiльшеннi числа крокiв (n → ∞) власти-
вiсть повернення в "нуль" для одновимiрного симетричного
випадкового блукання зберiгається у двовимiрному випадку та
втрачається при бiльшому числi вимiрiв.

2. У двовимiрному i тривимiрному випадках, здiйснюючи ви-
падковi блукання по вузлах цiлочисельної решiтки, частин-
ка швидко досягає будь-якого як завгодно вiддаленого рiвня,
причому у просторi набагато швидше, оскiльки повернення в
"нуль" є малоймовiрне.

3. Наведенi результати дають змогу замiнити велику кiлькiсть ви-
падкових маршрутiв у схемах випадкових блукань на один пря-
молiнiйний (граничний) у вiдповiдностi до фiзичного змiсту.

Метод прискорених статистичних випробувань
Ймовiрнiснi уявлення, що мiстяться в основi випадкових блукань,

допомагають розвинути новий пiдхiд до теорiї скiнченних методiв.
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Не ускладнюючи модель випадкових блукань, а вдосконаливши її,
здiйснюється природний перехiд вiд дискретної схеми до неперерв-
ної. В ланцюжку, що з’єднує перехiдну ймовiрнiсть, скiнченно-рiзни-
цевий аналог i диференцiальне рiвняння замiнили середню ланку
на скiнченно-елементний аналог. Замiна апостерiорних перехiдних
iмовiрностей у схемi випадкових блукань апрiорними та поєднання
ймовiрнiсних iдей методу Монте-Карло i барицентричних координат
симплексу звiльняє вiд необхiдностi складати i розв’язувати великi
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Традицiйне нанесення сiтки
на дослiджувану область також стає непотрiбним, досить передбачи-
ти перемiщення симплекса, який транслює граничну iнформацiю в
дослiджувану точку (двовимiрний варiант розглянуто в [3]). У три-
вимiрному випадку пропонується варiант симплекс-елемента у фор-
мi тетраедра [4].

Цiкаво вiдзначити, що iсторiя розвитку науки супроводжувалась
неухильним зростанням ролi ймовiрнiсних уявлень, що вносять уза-
гальнення, порядок i простоту в тi питання, де традицiйний детермi-
нований пiдхiд є безсилим. Теорiя ймовiрностей має рiдкiсну власти-
вiсть формувати нову мову, стиль i вигляд наукового дослiдження.
Запровадження у теорiю скiнченних елементiв нових понять, зокре-
ма, блукаючої частинки, випадкового маршруту, середньої винагоро-
ди та iнших дає змогу не тiльки описати вiдомi факти та спростити
зазначену кiлькiсть обчислювальних процедур, але й отримати новi
результати.

[1] Колмогоров А.Н., Журбенко И.Г., Прохоров А.В. Введение в теорию веро-
ятностей. – М.: Наука, 1982. – 160 c.

[2] Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей: Учебник. – Изд. 6-е, перераб.
и доп. – М.: Наука, 1988. – 448 c.

[3] Senychak V.M., Ovchar I.Y., Senychak V.V. Solving Boundary Problems of
Elliptic Type by Accelerated Method of Statistical Trials // Прикарпатський
вiсник НТШ. Число. – 2015. – №1(29). – C. 145-150.

[4] Сеничак В.М., Сеничак В.В. Побудова базисних функцiй тривимiрного
симплекс-елемента // Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2017. –
№1(37). – C. 91-97.
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Чернiвцi, Україна

E-mail: sergeevalms@gmail.com

Описано алгоритм побудови глобального розв’язку та наведено
умови його iснування для деякого неоднорiдного рiвняння з частин-
ними похiдними iз вiдхиленням аргументу вигляду

ut(x, t) =

0∫
−µ

p(t, s)uxx(x, t+ s)ds+ q(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

з нульовими крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, (2)

де Q = {(x, t) : 0 < x < l, t ∈ R}, p(t, ·) при кожному t ∈ R вимiрна,
а p(·, s) при кожному s ∈ [−µ, 0] неперервна функцiя.

Було встановлено [1], що для вiдповiдної однорiдної задачi власнi
функцiї i власнi значення мають вiдповiдно вигляд

Xk(x) = sin
kπx

l
, λk = (

πk

l
)2, k = 1, ..., n,

з деяким n ≥ 1.
Вводиться припущення, що функцiя q(x, t) може бути представ-

лена у виглядi суми перших n доданкiв ряду Фур’є:

q(x, t) =
n∑

k=1

qk(t)sin
kπx

l
, qk(t) =

2

l

l∫
0

q(ξ, t)sin
kπξ

l
dξ.

Глобальний розв’язок u(x, t) задачi (1), (2) знайдено у виглядi

u(x, t) =
n∑

k=1

Xk(x)Tk(t), (3)
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де Tk(t) – розв’язок лiнiйного рiвняння T ′
k(t) + p̄k(t)Tk(t)− q̄k(t) = 0

iз коефiцiєнтами

p̄k(t) = λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k(r)dr
ds,

q̄k(t) = qk(t) + λk

0∫
−µ

t∫
t+s

p(t, s)q̄k(τ)e

τ∫
t+s

p̄k(r)dr

dτds,

де k ≤ n, t ∈ R. Для знаходження коефiцiєнтiв p̄k та q̄k було засто-
совано метод послiдовних наближень.

Отримано умови, при виконаннi яких даний метод побудови гло-
бального розв’язку (1), (2) є застосовним. Для цього доведено нас-
тупну теорему.

Теорема 8 Нехай функцiя p задовольняє накладенi вище умови,

|p(t, s)| < α, α = const, t ∈ R, s ∈ [−µ, 0],

i виконується нерiвнiсть

1− ρ

1 + ρ
(ρeρ+1 + 1) < 1, ρ =

√
1− αλnµ2,

де n – цiла частина числа 0.8047425 l
π
√
αµ

, а µ < 1√
αλn

.
Тодi iснує глобальний розв’язок задачi (1), (2) вигляду (3).

Запропонований метод було використано при дослiдженнi деяких
iнших типiв рiвнянь [2], [3].

[1] Самойленко А.М., Сергєєва Л.М. Побудова глобальних розв’язкiв рiвнянь
з частинними похiдними, якi мiстять вiдхилення по часу // Нелiнiйнi
коливання. – 2014. – 17, №4. – С. 489–502.

[2] Сергєєва Л.М. Побудова глобального розв’язку для одного класу неодно-
рiдних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, що мiстять
вiдхилення за часом // Буковинський математичний журнал. – Чернiвцi:
Чернiвецький нац. ун-т, 2015. – 3, №2. – С. 72–76.

[3] L.M. Sergeeva, About global solutions of partial differential equation with devi-
ating argument in the time variable // ROMAI J. – 2015. – v.11, no.2 – pp. 109–
118.
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Нехай H – гiльбертовий простiр i ∥ · ∥H – норма в H, що визна-
чається рiвнiстю

∥x∥E =
√

(x, x),

де (x, y) – скалярний добуток x на y (x, y ∈ H). Позначимо через
EndH банахову алгебру лiнiйних неперервних операторiв A : H → H
з одиницею I та нормою

∥A∥EndH = sup
∥x∥H=1

∥Ax∥H .

Нехай m – довiльне натуральне число. Розглянемо самоспряженi
оператори An ∈ EndH i Bn ∈ EndH, n = 1,m, невiд’ємнi числа ∆n,
τn, n = 1,m, та диференцiально-рiзницевi рiвняння

dx(t)

dt
= B0x(t) +

m∑
n=1

Bnx(t−∆n), t ≥ 0, (1)

i

dx(t)

dt
+

m∑
n=1

An
dx(t− τn)

dt
= B0x(t) +

m∑
n=1

Bnx(t−∆n), t ≥ 0, (2)

запiзнювального та нейтрального типiв вiдповiдно.
Нульовi розв’язки рiвнянь (1) i (2) називаються абсолютно не-

стiйкими по вiдношенню до вiдхилень ∆n, τn, n = 1,m, якщо цi роз-
в’язки нестiйкi при всiх невiд’ємних ∆n i ∆n, τn, n = 1,m, вiдповiдно
(означення нестiйких розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз вiдхи-
леннями аргументу можна знайти, наприклад, в [1, 2]).

Позначимо через σ(A) спектр оператора A ∈ EndH, а через C+ –
множину {z ∈ C : Re z > 0}.
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Теорема 9. Для абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiв-
няння (1) необхiдно i достатньо, щоб

σ

(
m∑

n=0

Bn

)∩
C+ ̸= ∅. (3)

Теорема 10. Нехай
m∑

n=1

∥An∥EndH < 1

i (
m∑

n=1

pnAn

)(
B0 +

m∑
n=1

qnBn

)
=

(
B0 +

m∑
n=1

qnBn

)(
m∑

n=1

pnAn

)

для всiх pn ∈ [0, 1], qn ∈ [0, 1], n = 1,m.
Для абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (2)

необхiдно i достатньо виконання спiввiдношення (3).

Зауваження 1. Якщо в рiвняннях (1) i (2) операторнi коефiцiєнти
не є самоспряженими, то твердження теорем 1 i 2 є хибними на-
вiть тодi, коли dimH = 2.

Зауваження 2. Теореми 1 i 2 аналогiчнi вiдповiдним твердженням
про необхiднi та достатнi умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв
лiнiйних скалярних диференцiально-рiзницевих рiвнянь, отриманих
автором в [1] та [3]. У цих працях також наведено достатнi умови
абсолютної нестiйкостi розв’язкiв лiнiйних систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь запiзнювального типу.

Достатнi умови нестiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
у банаховому просторi зi скiнченим числом довiльних неперервно
залежних вiд часу запiзнень отримано в [1].

[1] Слюсарчук В. Ю. Абсолютна стiйкiсть динамiчних систем iз пiсля-
дiєю. – Рiвне: Вид-во Нац. ун-ту водн. госп-ва та природокористування,
2003. – 366 с.

[2] Слюсарчук В. Ю. Нестiйкiсть розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь. – Рiвне:
Вид-во Нац. ун-ту водн. госп-ва та природокористування, 2004. – 416 с.

[3] Слюсарчук В. Ю. Умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв диференцiаль-
но-рiзницевих рiвнянь // Нелiнiйнi коливання. – 2007. – 7, № 3. – С. 430–436.
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Нехай E – банаховий простiр скiнченої розмiрностi з нормою ∥·∥E ,
R – множина всiх дiйсних чисел, N – множина всiх натуральних
чисел, n ∈ N, F : E → E – C0-вiдображення i φ : E2 → E – C1-вiдо-
браження.

Розглянемо диференцiально-рiзницеве рiвняння

d(x(t+ 1)− φ(x(t), x(t− 1)))

dt
=

= F (x(t)− φ(x(t− 1), x(t− 2))), t > 0. (1)

Наведемо умови, коли всi розв’язки рiвняння (1) є асимптотично
сталими.

Будемо вважати, що вiдображення F задовольняє умови:
1) F (0) = 0;
2) нульовий розв’язок диференцiально-рiзницевого рiвняння

dz(t)

dt
= F (z(t− 1)), t > 0, (2)

є глобально асимптотично стiйким, тобто нульовий розв’язок рiвня-
ння (2) є стiйким за Ляпуновим [1] i для кожного розв’язку z = z(t)
цього рiвняння

lim
t→+∞

∥z(t)∥Rn = 0. (3)

У випадку виконання цих умов дослiдження розв’язкiв диферен-
цiально-рiзницевого рiвняння (1) зводиться до дослiдження розв’яз-
кiв рiзницевого рiвняння

u(t+ 1)− φ(u(t), u(t− 1)) = z(t), t > 0,

права частина якого є розв’язком рiвняння (2) i виконується спiввiд-
ношення (3).

Справджується наступне твердження.
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Теорема 11. Нехай вiдображення F задовольняє умови 1 i 2. Якщо
для деякої сталої q ∈ [0, 1) для вiдображення φ справджується спiв-
вiдношення

∥φ(x1, x2)− φ(y1, y2)∥E 6
6 qmax {∥x1 − y1∥E , ∥x2 − y2∥E}} , x1, x2, y1, y2 ∈ E, (4)

то кожний неперервно диференцiйовний розв’язок x = x(t) рiвняння
(1) є асимптотично сталим i

lim
t→+∞

x(t) = a,

де a – така точка, що

φ(a, a) = a. (5)

Зауваження 1. У теоремi 1 точка a, що задовольняє (5), єдина i ця
теорема є узагальненням вiдповiдного твердження з [2].

Зауваження 2. Твердження теореми 1 зберiгається, якщо в рiвнян-
нi (1) вирази x(t + 1) − φ(x(t), x(t − 1)) i x(t) − φ(x(t − 1), x(t − 2))
замiнити на

x(t+ 1)− ψ(x(t), x(t− 1), . . . , x(t−m+ 1))

i

x(t)− ψ(x(t− 1), x(t− 2), . . . , x(t−m)))

вiдповiдно, де m ∈ N \ {1, 2} i ψ : Em → E – C1-вiдображення, а
спiввiдношення (4) i (5) замiнити на

∥ψ(x1, x2, . . . , xm)− ψ(y1, y2, . . . , ym)∥E 6

6 qmax {∥x1 − y1∥E , ∥x2 − y2∥E , . . . , ∥xm − ym∥E}} ,

де x1, x2, . . . , xm ∈ E, y1, y2, . . . , ym ∈ E, i

ψ(a, a, . . . , a) = a

вiдповiдно.

[1] Слюсарчук В. Ю. Абсолютна стiйкiсть динамiчних систем iз пiсля-
дiєю. – Рiвне: Вид-во Нац. ун-ту водн. госп-ва та природокористування,
2003. – 366 с.

[2] Слюсарчук Л. М. Нелiнiйнi диференцiально-рiзницевi рiвняння з асимп-
тотично сталими розв’язками // Буковинський математичний журнал. –
2016. – 4, № 1–2. – C. 143–144.
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Важливiсть дослiджень нових технологiй зберiгання даних пере-
оцiнити важко, оскiльки люди сучасної iнформацiйної епохи постiй-
но стикаються з необхiднiстю надiйного збереження рiзноманiтної
iнформацiї, повiдомлень, вiдомостей у цифровому форматi.

Найбiльш перспективними є науковi розробки, практична реалi-
зацiя яких гарантуватиме користувачам довготермiнове зберiгання
даних на компактних носiях помiрної вартостi. Але науковий iнте-
рес становлять всiлякi, навiть дуже несподiванi iдеї, теоретичнi до-
слiдження та експериментальний досвiд, який згодом може спричи-
нити вiдкриття i розвиток продуктивних технологiй, що завоюють
популярнiсть i просунуть уперед IТ-галузь.

Досi на ринку комп’ютерної технiки присутнi накопичувачi на ма-
гнiтних носiях, i лише прогресивнi технологiї дозволять їм втримати
свої позицiї. Наприклад, технологiї, якi забезпечують високу щiль-
нiсть запису: теплоприсутнього магнiтного запису (англ. Heat-assis-
ted magnetic recording), що полягає у локальному нагрiваннi лазером
i перемагнiчуваннi в процесi запису поверхнi пластин жорсткого ди-
ска; черепичного магнiтного запису (Shingled magnetic recording), що
передбачає використання часткового накладення iнформацiйних до-
рiжок одна на iншу за принципом черепицi; мiкрохвильового магнi-
тного запису (Microwave assisted magnetic recording), який досягає-
ться завдяки використанню явища феромагнiтного резонансу; бiт-
структурованого запису (Bit-Patterned Media Recording), за якого
завдяки нанолiтографiї магнiтне середовище розбивається на маси-
ви однакових комiрок (точок), кожна з яких зберiгає один бiт даних.
Але найширшi перспективи магнiтним носiям може вiдкрити техно-
логiя багаторiвневого 3D-запису (Multilevel 3D magnetic recording), у
якiй замiсть одного магнiтного шару пропонується використовувати
три, мiж якими розмiщується iзолятор [2].
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Розробляються також рiзноманiтнi формати багатошарових
оптичних дискових носiїв [7], у тому числi флуоресцентнi i голо-
графiчнi, якi пiдтримують високу щiльнiсть запису даних. Напри-
клад, цифровi багатошаровi диски, що виготовляються компанiєю
"D Data Inc." , складаються з великої кiлькостi майже прозорих ша-
рiв даних, до яких додається флуоресцентний матерiал. Їх покрива-
ють спецiальними хiмiчними сполуками, що реагують коли червоний
лазер освiтлює певний шар. При цьому вiдбувається хiмiчна реакцiя,
яка генерує сигнал, що потiм зчитується з диска. Такi диски потен-
цiйно можуть вмiщувати до 100 гiгабайт даних.

Ще бiльший обсяг iнформацiї можна вмiстити на дисковий носiй
при використаннi не одного, а двох променiв лазера, що доповню-
ють один одного. На перетинi променiв утворюється пляма, дiаметр
якої можна зробити набагато меншим, нiж дiаметр кожного з двох
променiв. Таким чином на диску можна пропалити отвори меншо-
го дiаметра. Китайським дослiдникам, наприклад, вдалось досягти
розмiру пропаленого отвору в iнформацiйному шарi оптичного носiя
бiля 9 нм [4]. Подiбнi технологiї за умови їх вдалої практичної реа-
лiзацiї дозволять значно збiльшити ємнiсть одного диска – в теорiї
до 1000 терабайт.

Новi типи голографiчних запам’ятовуючих пристроїв використо-
вують iнтерференцiю спiнових хвиль (магнонiв) замiсть свiтлових
променiв, що може забезпечити велику ємнiсть, доступну для зберi-
гання даних [5]. Окрiм пiдвищеної щiльностi запису i високої швид-
костi зчитування iнформацiї з голографiчної пам’ятi її характеризує
ще й тривалий термiн служби – залежно вiд використовуваних ма-
терiалiв вiн становить вiд 10 до 100 рокiв.

А британськi вченi завдяки використанню наноструктурованого
кварцового скла i спецiального високочастотного лазера, що працює
у фемтосекундному дiапазонi частот (з довжиною хвилi 1030 нм,
iмпульсами по вiсiм мiкроджоулiв тривалiстю 280 фемтосекунд iз
частотою 200 кГц), досягли i надзвичайно високої щiльностi запису
даних на диск (ємнiсть носiя 360 терабайт), i термiчної його ста-
бiльностi (диск витримує температуру до 1000◦С), i практично нео-
бмеженого термiну служби за кiмнатної температури (мiльярди ро-
кiв) [8].

Що стосується твердотiлих накопичувачiв, то їх популярнiсть се-
ред користувачiв також напряму залежить вiд розвитку технологiй,
завдяки яким збiльшується ємнiсть i термiн використання вiдповiд-
них носiїв, а також пiдвищується рiвень продуктивностi роботи iз
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ними комп’ютерної системи.
Європейськi та росiйськi вченi [3] дослiджують можливостi ви-

користання коротких електромагнiтних iмпульсiв, частота випромi-
нювання яких вимiрюється в терагерцах, що мають довжини хвиль
близько 0,1 мiлiметра, для збiльшення швидкостi переключення ко-
мiрок пам’ятi. Вже встановлено, що ефект вiд терагерцевого випро-
мiнювання у 10 разiв кращий, нiж за традицiйного зовнiшнього ма-
гнiтного впливу. Ця альтернатива магнiтного поля може у перспе-
ктивi допомогти створювати надшвидкiсну комп’ютерну пам’ять.

На часi використання i нанотехнологiй. Японськi компанiї вже
розпочали комерцiйне виробництво енергонезалежної пам’ятi Nano-
RAM з довiльним доступом на основi вуглецевих нанотрубок, розмi-
щених на чипоподiбних електронних компонентах [6].

Бiльшою швидкiстю роботи, економiчнiстю, довговiчнiстю i щiль-
нiстю запису даних вiдрiзняються вiд поширених у наш час флеш-
носiїв новi накопичувачi тривимiрної флеш-пам’ятi, технологiї виго-
товлення якої ґрунтуються на вертикальному компонуваннi блоку
комiрок на кристалi. Але останнiм часом ведуться активнi дослi-
дження технологiй створення пам’ятi, що використовують унiкаль-
ну здатнiсть халькогенiдних напiвпровiдникiв "перемикатися" при
нагрiваннi мiж двома станами: кристалiчним i аморфним [1]. Цiл-
ком можливо, що пам’ять на основi фазових переходiв (Phase-change
memory) потiснить на ринку позицiї дискових накопичувачiв i складе
достойну конкуренцiю флеш-пам’ятi.

У свiтi високих технологiй та науки знаходяться прихильники
найрiзноманiтнiших iдей для вирiшення насущних проблем, пов’я-
заних зi зберiганням цифрових даних. Останнiм часом, наприклад,
проводяться активнi експериментальнi дослiдження, в яких у якостi
структурних елементiв запам’ятовуючих пристроїв використовують
об’єкти бiологiчного походження. Досвiд, здобутий у подiбних нау-
кових розвiдках, неодмiнно збагатить вчених як iнтелектуально, так
i технологiчно, а також дасть поштовх для розвитку дослiджень,
конче потрiбних людству.

[1] Богословский Н. А., Цэндин К. Д. Физика эффектов переключения и па-
мяти в халькогенидных стеклообразных полупроводниках // Физика и
техника полупроводников. – 2012. – Том 46, вып.5. – С. 577-608. – Режим
доступа: http://journals.ioffe.ru/articles/viewPDF/7691.

[2] Хранение данных: Какое будущее нас ждет. – Режим доступа:
https://habrahabr.ru/company/1cloud/blog/281563.
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Кафедра прикладної математики та iнформацiйних технологiй за
55 рокiв пiдготовила понад 1300 фахiвцiв. Нашi випускники працю-
ють у вiдомих комп’ютерних фiрмах України, Нiдерландiв, Канади,
Нiмеччини, Польщi, США та iнших країнах свiту. Випускники кафе-
дри складають вагому частку кадрового складу фiрм, що спецiалi-
зуються на розробцi програмного забезпечення та мають представ-
ництва в м. Чернiвцi, зокрема в: SoftServe, SharpMinds, Global IT
Support, OSF Global Services, Yukon-Software, Desyde ltd, eBizAutos,
Additiv, Svitla Systems, Inc та iнших.

Нашi студенти пiдвищують свiй професiйний рiвень на курсах i
академiях, якi органiзовуються цими фiрмами, а студенти старших
курсiв – працюють на вiдповiдних посадах.

Студенти кафедри беруть активну участь студентських конфе-
ренцiях, в олiмпiадах з програмування i прикладної математики, не-
одноразово були призерами Всеукраїнських олiмпiад та Всеукраїн-
ських конкурсiв студентських наукових робiт.

Їх дипломнi i магiстерськi роботи охоплюють рiзнi напрямки при-
кладної математики, математичного i комп’ютерного моделювання,
сучасних iнформацiйних технологiй.

Пропонуємо вашiй увазi неповних перелiк результатiв дослi-
джень, проведених студентами кафедри прикладної математики та
iнформацiйних технологiй за 5 останнiх рокiв:

2012 рiк.

• створено систему вiдеоспостереження на основi IP-камер;

• реалiзовано алгоритми для роботи з потоками JPEG та
MJPEG;

• розроблено програмнi засоби B-сплайнової апроксимацiї кри-
вих та поверхонь;

• дослiджено математичнi моделi поширення епiдемiй зi степене-
вими функцiями передачi iнфекцiї та iз запiзненням;
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• створено Web-систему обробки спискiв посилань;
• розроблено iнформацiйне i програмне забезпечення пiдсистеми

облiку подачi сировини на переробку на цукровом у заводi;
• проведено дослiдження впливу вентиляцiї на форму тонких

осесиметричних каверн.

2013 рiк.

• створено Web-додаток для голосового введення наукових текс-
тiв з використання тех формул;

• розроблено математичнi моделi iзольованих популяцiй iз запi-
зненням розвитку;

• описано полiномiальну мiнiмiзацiю частково визначених буле-
вих функцiй;

• проведено розробку сервiсу iнформування про подiї;
• дослiджено умови iснування та стiйкiстi стацiонарного розв’яз-

ку хронiчної форми вiдповiдi iмунної системи в моделi Г.I. Мар-
чука;

• створено он-лайн iнтерактивну дошку;
• розроблено Web-систему керування дiагностичним центром;
• дослiджено модель Хатчiнсона iз запiзненням нейтрального ти-

пу;
• розроблено систему документування успiшностi студентiв фа-

культету прикладної математики;
• розширено шейдерний маппiнг в 3D-графiцi;
• дослiджено чутливiсть методу найменших квадратiв до збурень

в нетеровiй крайовiй задачi.

2014 рiк.

• дослiджено одну динамiчну гру зближення-вiдхилення при на-
явностi фазових обмежень;

• виконано математичне моделювання вiрусного гепатиту B;
• описано бiфуркацiї Хопфа в моделях iз запiзненням та матема-

тичнi моделi вiдповiдi iмунної системи iз змiнним запiзненням;
• розвинуто алгоритми вiдсiкання геометричних об’єктiв на пло-

щинi;
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• дослiджено алгоритми згортальних кодiв;

• описано мiнiмiзацiю булевих функцiй в класi кон’юнктивних
нормальних форм та пошук оптимальних полiномiальних зо-
бражень булевих функцiй;

• розроблено компонент для пошуку дублiкатiв за допомогою ме-
тасимволiв та пошуку нечiтких дублiкатiв за допомогою алго-
ритму шинглiв;

• побудовано мережеву систему для перегляду iнформацiйних
звiтiв про успiшнiсть студентiв;

• створено web-сервiс для системи дистанцiйного навчання та iн-
формацiйну систему обслуговування бiблiотеки.

2015 рiк.

• створено систему контролю вiдвiдувань студентiв та автома-
тичного ведення журналу планування та облiку громадсько-
виховної роботи;

• розроблено мобiльний додаток пiд платформу Android для вза-
ємодiї з соцiальною мережею Facebook та картами Google Maps;

• розроблено мобiльний додаток пiд платформу iOS, який ре-
алiзує функцiонал пошуку та збору даних про пiдприємства,
заклади, визначнi мiсця та надає до них оффлайн-доступ;

• проведено математичне моделювання взаємодiї iмунної систе-
ми органiзму з чинниками зовнiшнього впливу;

• дослiджено динамiку регулярної i хаотичної поведiнки еконо-
мiчних систем;

• проведено аналiз математичних моделей тривидових систем;

• побудовано багатокроковi рiзницевi схеми iз змiнним кроком та
їх застосування в екологiчних моделях;

• розроблено алгоритми обробки растрових зображень;

• побудовано багатокроковi рiзницевi схеми iз змiнним кроком та
застосовано їх в екологiчних моделях;

• розроблено засоби автоматизацiї обмiну даними для типових
конфiгурацiй (засобами системи “1С:Пiдприємство 8.2”, MS
Excel та VBA;
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• побудовано рiзницевi схеми для диференцiальних рiвнянь че-
твертого порядку та розроблено програмне забезпечення для
їх реалiзацiї;

• розроблено сервiс онлайн-оголошень;

• автоматовано ведення вiдомостей рубiжного контролю;

• дослiджено форми донних штучних осесиметричних каверн;

• розроблено програмне забезпечення системи пiдтримки еле-
ктронних медичних карт.

2016 рiк.

• розроблено Interactive Shiny Application для розв’язування си-
стем лiнiйних диференцiальних рiвнянь;

• автоматизовано процесс вiзуальної побудови недетемiнованого
скiнченого автомату;

• створено систему автоматизованого тестування лабораторних
робiт з теорiї iмпульсних систем;

• реалiзовано автоматичну морфологiчну розмiтка тексту;

• створено онлайн-сервiс навчання студентiв;

• побудовано програмне забезпечення для побудови остовних де-
рев графа iз заданими властивостями;

• розроблено та впроваджено Web-додаток для рiзнокритерiаль-
ної мiнiмiзацiї повнiстю визначених булевих функцiй у класi
диз’юнктивних нормальних форм.

• проведено узагальнення математичної моделi iмунної вiдповiдi
органiзму людини;

• продемонстровано застосування автоматизованого тестування;

• дослiджено математичну модель конкуренцiї декiлькох iннова-
цiйних пiдприємств iз врахуванням часового запiзнення.
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Iван Тимкiв

Задача з багатоточковими умовами для
параболiчного рiвняння з факторизованим

оператором зi змiнними коефiцiєнтами

Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет
нафти i газу, Iвано-Франкiвськ, Україна

E-mail: tymkiv if@ukr.net

Нехай L = −
∑p

i,j=1
∂

∂xi

(
pij(x)

∂
∂xj

)
+ q(x), x = (x1, . . . , xp), — ди-

ференцiальний вираз, коефiцiєнти pij(x), q(x), i, j ∈ {1, . . . , p}, яко-
го є додатними i досить гладкими в обмеженiй областi G ⊂ Rp з
гладкою межею ∂G; λk, k ∈ N, — додатнi власнi значення задачi
LX + λX = 0, X|∂G = 0, яким вiдповiдає повна ортонормована
система власних функцiй {Xk(x) : k ∈ N}; Eα,β , α, β ∈ R, — про-

стiр функцiй φ(x) =
∞∑
k=1

φkXk(x) зi скiнченною нормою ∥φ;Eb
α,β∥ =√∑∞

k=1 |φk|2λ2αk exp(2βλk).
В областi D = (0, T )×G розглянемо задачу

n∏
q=1

(
∂

∂t
+ aq(t)L

)
u(t, x) = f(t, x), (1)

Nj∑
r=0

cjr(L)
∂ru(t, x)

∂tr

∣∣∣
t=tj

= φj(x), 0 ≤ Nj ≤ n− 1, j ∈ {1, . . . , n}, (2)

Lmu(t, x)
∣∣∣
Σ
= 0, m ∈ {0, 1, . . . , (θ − 1)}, Σ = [0, T ]× ∂G, (3)

де aq(t) ∈ Cn−q([0, T ]), aq(t) > 0, aq(t) ̸= aj(t), q ̸= j, t ∈ [0, T ], q, j ∈

{1, . . . , n}; cjr(L) =
M∑
i=0

cjr,iL
i, cjr,i ∈ C, M ∈ N, cj0,M ̸= 0, j ∈ {1, . . . , n},

0 ≤ t1 < . . . < tn ≤ T, θ = max{n,M}.
Для того щоб встановити коректну розв’язнiсть зада-

чi (1) – (3) позначимо: I0(t) := 0, Ij(t) = −
t∫
0

aj(τ)dτ ,

Θj,k(t) = exp((Ij(t) − Ij−1(t))λk), j ∈ {1,. . ., n};
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uk,1(t) = Θ1,k(t), uk,2(t) = Θ1,k(t)
t∫
0

Θ2,k(ξ1)dξ1, uk,3(t) =

Θ1,k(t)
t∫
0

(
Θ2,k(ξ1)

ξ1∫
0

Θ3,k(ξ2)dξ2

)
dξ1, . . ., uk,n(t) = Θ1,k(t)×

×
t∫
0

Θ2,k(ξ1) . . .

( ξn−2∫
0

Θn,k(ξn−1)dξn−1

)
. . .dξ1; d = N1 + . . . + Nn −

max
j∈{1,...,n}

Nj + nM , A1 = max
1≤j≤n−1

{
max
t∈[0,T ]

t∫
0

(aj(τ) − aj+1(τ))dτ

}
,

A2= max
t∈[0,T ]

t∫
0

an(τ)dτ , A3 = max
1≤j≤n

max
t∈[0,T ]

{aj(t)} .

Характеристичний визначник задачi (1) — (3) зображується фор-
мулою

∆(k, t⃗ )=det

∥∥∥∥∥∥
Nj∑
r=0

cjr(λk)u
(r)
k,q(tj)

∥∥∥∥∥∥
n

j,q=1

, t⃗ = (t1, . . . , tn).

Теорема 12 Для єдиностi розв’язку задачi (1) — (3) у просторi
Cn ([0, T ];Eα,β) необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ N ∆(k, t⃗ ) ̸= 0. (4)

Теорема 13 Нехай виконується умова (4) та iснують сталi ω,ν ∈
R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N вико-
нується нерiвнiсть

|∆(k, t⃗ )| > λ−ω
k exp(−νλk). (5)

Якщо f ∈ C ([0, T ];Eα1,β1), φj ∈ Eα1,β2 , j ∈ {1, . . . , n}, де α1 = α +
ω+d+n, β1 = β+ν+n(n−1)A1/2, β2 = β1+(n−1)A1+A2, то iснує
єдиний розв’язок задачi (1) — (3) з простору Cn ([0, T ];Eα,β). Цей
розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та φj, j ∈ {1, . . . , n}.

Теорема 14 Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cn) векто-
рiв (c10,M , . . . , c

n
0,M ) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn)

векторiв t⃗ ∈ [0, T ]n нерiвнiсть (5) виконується при ω > n2p/4−nM ,
ν = n(n+ 1)A3T/2.

Отриманi результати доповнюють дослiдження, проведенi в [1, 2].
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Володимир Федорчук

Моделювання лiнiйно протяжних
неоднорiдних об’єктiв з розподiленими
параметрами на основi застосування

оборотних комп’ютерних моделей
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,

Кам’янець-Подiльський, Україна
E-mail: fedvolod@gmail.com

Розв’язування задач проектування, керування, контролю чи дiа-
гностики складних динамiчних систем на сучасному етапi розвитку
комп’ютерних технологiй нерозривно пов’язане з використанням ме-
тодiв математичного та комп’ютерного моделювання. Для систем,
якi складаються з неоднорiдних елементiв (з фiзичними параметра-
ми, якi вiдрiзняються на деяких дiлянках), значнi труднощi виника-
ють при моделюваннi ланок з розподiленими параметрами [1]. Ство-
рення адекватних математичних моделей складних динамiчних си-
стем з урахуванням розподiленостi параметрiв окремих ланок, а та-
кож вимог щодо ефективної комп’ютерної реалiзацiї отриманих мо-
делей є на сьогоднiшнiй час далеко невирiшеною i актуальною зада-
чею. При комп’ютерному моделюваннi об’єктiв з розподiленими па-
раметрами, математичнi моделi яких, зазвичай, подаються у виглядi
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, виникає необхi-
днiсть зведення їх до такого виду, який дає змогу використовувати
у програмних засобах моделювання стандартнi операцiйнi блоки.

Розглянемо математичний опис об’єкта з розподiленими параме-
трами у виглядi диференцiального рiвняння в частинних похiдних

a
∂2u(x, t)

∂t2
− b

∂2u(x, t)

∂x2
+ c

∂u(x, t)

∂t
+ d · u(x, t) = f(x, t) (1)

з граничними умовами{
u(x0, t) = φ0(t);u(x0 + l, t) = φl(t); (t0 ≤ t ≤ T ),

u(x, t0) = ψ0(x);u(x, T ) = ψT (x); (x0 ≤ x ≤ x0 + l),
(2)

де φ0(t), φl(t), ψ0(x), ψT (x) — заданi функцiї.
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Застосувавши метод прямих до рiвнянь (1)—(2), отримаємо систе-
му з n звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку та нехтуючи членами O(h2) i позначивши через Uk(t) наближенi
значення розв’язку u(t, x) на прямiй x = xk для їх визначення, отри-
маємо систему рiвнянь

ak(t)Ük(t)−
bk(t)

h2
[Uk+1(t)− 2Uk(t) + Uk−1(t)] + ck(t)U̇k(t)+

+ dk(t)Uk(t) = fk(t), (k = 1, 2, ..., n).
(3)

Використовуючи граничнi умови, маємо:
U0(t) = φ0(t), (0 ≤ t ≤ T );

Un+1(t) = φl(t), (0 ≤ t ≤ T );

Uk(t0) = ψ0(xk), Uk(T ) = ψT (xk); (k = 1, 2, ..., n).

(4)

Отже, отримана модель у виглядi системи рiвнянь (3) з грани-
чними умовами (4) апроксимує з точнiстю до O(h2) диференцiальне
рiвняння (1) з граничними умовами (2). Слiд вiдзначити, що за до-
помогою методу прямих проводиться декомпозицiя вихiдної моделi
на n структурних елементiв, кожен з яких реалiзує диференцiальне
рiвняння другого порядку. Для числової реалiзацiї отриманої апро-
ксимацiйної моделi використовується simulink-модель, яка складає-
ться з n блокiв, кожен з яких реалiзує вiдповiдне диференцiальне
рiвняння системи (3). Особливiстю цiєї системи рiвнянь є те, що ко-
жне iз рiвнянь пов’язане з двома сусiднiми рiвняннями через функцiї
Uk+1(t) та Uk−1(t), тому кожен блок, що реалiзує k-те рiвняння має
один вихiд Uk(t), та два входи, на якi подаються, вiдповiдно, Uk+1(t)
та Uk−1(t). Це зумовлює присутнiсть в моделi прямих i зворотних
зв’язкiв, якi дають змогу встановити причинно-наслiдковi залежно-
стi вiд першого блоку до останнього i навпаки, тобто simulink-модель
внаслiдок цього володiє властивiстю оборотностi.

Слiд зауважити, що рiвняння системи (3) описують поведiнку
дискретних елементiв, на якi розбивається неперервний протяжний
об’єкт з розподiленими параметрами. Наприклад, для протяжного
однорiдного стержня, який зазнає деформацiї розтягу-стиску i опи-
сується моделлю (1) апроксимацiйна модель (3), фактично, вiдобра-
жає систему n зосереджених мас, зв’язаних мiж собою пружними
зв’язками. При цьому складовi моделi (3) мають конкретний фiзи-
чний змiст: перший доданок вiдображає силу iнерцiї, другий – силу
пружностi, третiй – силу опору руху i т. д. Тому для неоднорiдних
об’єктiв можна змiнювати параметри окремих рiвнянь моделi, а та-
кож у кожне iз рiвнянь вносити додатково нелiнiйнi залежностi, якi
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можна легко реалiзувати у вiдповiднiй пiдсистемi simulink-моделi.
Наприклад, якщо сила опору руху для k-того елементу залежить
вiд квадрату його швидкостi, то в simulink-моделi це вiдображається
спiввiдношенням, де fk(t) = µ(U̇k(t))

2
, µ – деяка постiйна величина.

Отримана комп’ютерна модель, завдяки властивостi оборотностi, дає
змогу здiйснювати вхiднi впливи та отримувати вiдгуки в будь-яких
точках дискретизацiї лiнiйно протяжного об’єкта.

Прикладом ефективного застосування оборотних комп’ютерних
моделей може бути створена за описаною вище методикою модель
бурильної колони бурової установки. Модель дає змогу вiдображати
поздовжнi коливання та обертальний рух колони, а також складний
процес взаємодiї долота iз забоєм. Керуючими впливами на процес
бурiння є сила, прикладена зi сторони лебiдки через талеву систему
та момент сили зi сторони роторного столу. При цьому враховується:
неоднорiднiсть бурової колони внаслiдок використання рiзнотипних
бурильних труб; деформацiя бурової вишки при навантаженнi та її
iнертнiсть; сили опору, викликанi взаємодiєю промивної рiдини зi
стiнками колони; виштовхувальна сила та iнерцiя стовпа промивної
рiдини; сили опору при взаємодiї долота з породою.

Побудована simulink-модель дала змогу розв’язати (у випадку не-
однорiдної за типорозмiрами бурильних труб колони) ряд практи-
чних задач, а саме: розраховувати у часi як змiщення долота за вi-
домими змiщенням верхнього кiнця колони i силою зi сторони талевої
системи, так i кут його повороту за вiдомими обертальним моментом
i кутом повороту ротора; обчислювати силу удару зубцiв шарошки
за вiдомими обертальним моментом ротора та силою в точцi пiдвi-
су талевої системи; розраховувати змiну моменту сили опору долота
вiдносно сили, прикладеної до верхнього кiнця колони та моменту
сили роторного столу; обчислювати динамiку сил та моментiв у рi-
зьбових з’єднаннях колони тощо. Розв’язання зазначених задач дає
можливiсть комплексної оцiнки динамiки бурильної колони пiд час
бурiння та спуско-пiдйомних роботах.

Отже, результати моделювання свiдчать, що отримана структур-
на модель може використовуватись як на стадiї проектування обла-
днання бурової установки, так i на стадiї компонування бурильної
колони. Крiм того, модель може використовуватись в системi керува-
ння при проходцi свердловини для пiдтримки оптимальних режимiв
бурiння та для оптимiзацiї спуско-пiдйомних робiт.

[1] Верлань А. Ф., Федорчук В. А. Моделi динамiки електромеханiчних си-
стем. – Київ: Наук. Думка, 2013. – 222 c.
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Машина з необмеженими регiстрами (МНР) [1, 2] - абстрактна
обчислювальна машина, одна з формалiзацiй поняття алгоритму.

МНР мiстить безлiч регiстрiв R1, R2, R3, . . . , у кожний момент
часу в яких зберiгаються деякi цiлi невiд’ємнi числа r1, r2, r3, . . . вiд-
повiдно:

R1 R2 R3 R4 R5 . . .

r1 r2 r3 r4 r5 . . .

МНР може змiнювати вмiст регiстрiв при виконаннi певної коман-
ди. Скiнченний пронумерований перелiк команд утворює програму.
Команди програми послiдовно нумеруються числами 1, 2, 3, . . . .

МНР сприймає команди наступних чотирьох типiв:
1) команду занулення Z(n), яка є вказiвкою занулити вмiст регi-

стру Rn (rn := 0);
2) команду додавання одиницi S(n), яка є вказiвкою збiльшити

вмiст регiстру Rn на 1 (rn := rn + 1);
3) команду переадресацiї T (m,n), яка є вказiвкою замiнити вмi-

стом регiстру Rm вмiст регiстру Rn (rn := rm);
4) команду умовного переходу J(m,n, q), яка є вказiвкою порiвня-

ти вмiст регiстрiв Rm та Rn, пiсля чого у випадку rn = rm перейти до
виконання команди програми з номером q, а у випадку rn ̸= rm – до
виконання наступної команди програми (IF rn = rm GOTO q). При
цьому спроба переходу до неiснуючої команди викликатиме зупинку
машини.

МНР, як i будь-який алгоритм, при виконаннi заданої програми
працює тактами (кроками).

Для кожного такту послiдовнiсть чисел r1, r2, r3, . . . у вiдповiдних
регiстрах називається конфiгурацiєю МНР.

Перший такт для заданої початкової конфiгурацiї – виконання
команди з номером 1. Далi послiдовно виконуватимуться команди з
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номерами 2, 3, i т.д. Цей природний послiдовний порядок виконання
команд триватиме до тих пiр, поки не зустрiнеться команда умовного
переходу J(m,n, q), яка може його змiнити.

Якщо в процесi виконання програми виникає ситуацiя, що черго-
ва команда вiдсутня (тобто слiд виконувати неiснуючу команду), то
виконання програми завершується i МНР зупиняється. Конфiгура-
цiя МНР пiсля її зупинки називається кiнцевою, а вiдповiдний вмiст
регiстру R1 (число r1) вважається результатом роботи МНР.

Аналогiчно машинi Тюрiнга, МНР дозволяє здiйснювати об-
числення часткових числових функцiй f(x1, x2, . . . , xn), аргумен-
ти i значення яких є цiлими невiд’ємними числами. При цьому
початкова конфiгурацiя формується наступним чином: r1 = x1,
r2 = x2, . . . , rn = xn, а значеннями решти регiстрiв є нулi. Пiсля зу-
пинки МНР вмiстом регiстру R1 (результатом) має бути значення
f(x1, x2, . . . , xn). Якщо ж значення f(x1, x2, . . . , xn) не визначене, то
МНР повинна працювати безупинно.

Приклад досить простої програми [1, 2] для обчислення функцiї
f(x, y) = x+ y:

1. J(2, 3, 5)
2. S(1)
3. S(3)
4. J(1, 1, 1)

Приклад нетривiальної програми, складеної авторами даної пра-
цi, для обчислення функцiї f(x) = x!:

1. T (1, 6) 11. S(3)
2. Z(1) 12. S(5)
3. J(1, 6, 20) 13. J(1, 1, 10)
4. S(1) 14. Z(3)
5. Z(3) 15. S(4)
6. Z(4) 16. J(1, 1, 9)
7. Z(5) 17. T (5, 1)
8. S(2) 18. J(2, 6, 21)
9. J(2, 4, 17) 19. J(1, 1, 5)

10. J(1, 3, 14) 20. S(1)
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Вочевидь, ефективнi аналiз та тестування будь-яких нетривiаль-
них програм можливi лише при використаннi якого-небудь емуля-
тора МНР. Крiм цього, емулятор було б зручно використовувати в
навчальному процесi як наглядний демонстрацiйний та контролюю-
чий засiб.

Враховуючи цi аспекти, одним iз авторiв даної працi було ство-
рено Web-емулятор МНР. Реалiзацiя емулятора виконана засобами
HTML 5, CSS 3 та JavaScript.

Cтворений емулятор має дружнiй, iнтуїтивно зрозумiлий iнтер-
фейс користувача та надає наступнi можливостi:

1) режим конструктора команд для формування програми МНР;
2) режим iмпорту iснуючого коду програми МНР;
3) можливiсть модифiкацiї сформованої чи iмпортованої програ-

ми МНР;
4) вiзуалiзацiю регiстрiв i задання потрiбної початкової конфiгу-

рацiї МНР;
5) завантаження заданих початкової конфiгурацiї та вiдповiдної

програми МНР в пам’ять емулятора для подальшого виконання;
6) покрокове ручне чи повне автоматичне виконання програми

МНР;
7) вiзуалiзацiю всiх вiдповiдних конфiгурацiй МНР в процесi ви-

конання програми;
8) пiдрахунок кiлькостi виконаних комад;
9) демонстрацiю результату роботи МНР;
10) режим експорту поточного коду програми МНР.

Емулятор загальнодоступний для тестування та використання за
посиланням:

http://test.chv.ua/MNR.html

На наведеному далi рисунку показано фрагмент iнтерфейсу ему-
лятора – область вiзуалiзацiї процесу виконання програми, в якiй
вказуються початкова, всi промiжнi та кiнцева конфiгурацiї, кiль-
кiсть виконаних команд i результат виконання програми МНР. Бiля
кожної з промiжних конфiгурацiй вказана команда програми, вико-
нання якої привело до виникнення цiєї конфiгурацiї.

Програма, що в даному випадку виконувалася в емуляторi, – ра-
нiше наведена програма для обчислення функцiї f(x) = x!. Аргумен-
том функцiї було задано x = 5. Вiдповiдний результат обчислення
(120) був отриманий пiсля виконання 730 команд.
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Вкажемо також iншi результати, отриманi при тестуваннi в ему-
ляторi програми для обчислення функцiї f(x) = x!:

x Результат обчислення Кiлькiсть виконаних команд
0 1 4
1 1 20
2 2 46
3 6 93
4 24 217
5 120 730

[1] Катленд Н. Вычислимость. Введение в теорию рекурсивных функций. –
М.: Мир, 1983. – 256 c.

[2] Крупский В.Н., Плиско В.Е. Теория алгоритмов. – М.: Издательский центр
«Академия», 2009. – 208 c.
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Аналiз проблем i моделей системи унiверситетської освiти, пошук
шляхiв для забезпечення її розвитку залишаються традицiйно акту-
альними для педагогiчної науки, оскiльки вища освiта переживає
радикальнi змiни щоб вiдповiдати вимогам XXI столiття.

Практично всi розвинутi країни проводять реформи нацiональ-
них систем освiти, вкладають в них величезнi фiнансовi ресурси. Ре-
форми вищої освiти набули статусу державної полiтики та пов’язанi
головним чином iз новими функцiями вищої школи i пiдвищенням
якостi вищої освiти.

В останнi 10-15 рокiв вiдбувається криза освiти в Українi, суть
якої полягає в орiєнтацiї iснуючої освiтньої системи України в основ-
ному на пiдтримку старої системи навчання, а сучасний етап розви-
тку людства вимагає вiд освiтнiх систем так званого iнновацiйного
навчання, яке формує у студентiв професiйнi навички змiнювати i
впливати на майбутнє, самостiйно засвоювати новi знання.

Пiдвищення якостi освiтнього процесу та якостi випускникiв стає
обов’язковою умовою успiшного функцiонування i подальшого роз-
витку ВНЗ. Звичних, традицiйних способiв оцiнки вузiв, до яких
звикли ( кiлькiсть квалiфiкованих викладачiв, обсяг бiблiотечного
фонду, iмiдж вузу i iн.) в сьогоднiшнiх умовах недостатньо. Все чi-
ткiше проявляється тенденцiя зовнiшнього контролю якостi пiдго-
товки фахiвцiв роботодавцями, якi хочуть щоб їхнi вимоги до змiсту
пiдготовки фахiвцiв були задоволенi.

На даний час в освiтньому просторi європейських вузiвських си-
стем менеджмент якостi вищої освiти виходить з наступних посту-
латiв [1]:

- основну вiдповiдальнiсть, як за якiсть реалiзацiї освiтнього про-
цесу, так i за якiсть його забезпечення повиннi нести самi вищi на-
вчальнi заклади, при цьому iнтереси суспiльства i держави в планi
якостi та рiвня стандартiв вищої освiти повиннi гарантуватися;
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- якiсть освiтнiх програм необхiдно розвивати i покращувати по-
стiйно, а для цього необхiдно мати ефективно працюючi органiзацiй-
нi структури, в рамках яких освiтнi програми отримують забезпече-
ння i пiдтримку розвитку.

Система забезпечення якостi освiти в унiверситетi повинна бу-
ти комплексом розроблених нормативно-методичних документiв, що
визначають змiст, технологiї, методи i засоби роботи всiх посадо-
вих осiб, викладачiв i студентiв щодо подальшого пiдвищення якостi
освiтнього процесу та професiйної компетентностi випускникiв унi-
верситету. Вона має забезпечити розробку полiтики та цiлей якостi
освiти, шляхи досягнення цих цiлей i бути основою постiйного полi-
пшення всiх процесiв вузу.

Основними факторами, що забезпечують якiсть освiти, є:
1. Якiсть освiтнiх стандартiв;
2. Якiсть абiтурiєнтiв;
3. Якiсть програм навчання та навчальних планiв;
4. Якiсть академiчного персоналу;
5. Якiсть iнформацiйно-методичного забезпечення навчального про-
цесу;
6. Якiсть матерiально-технiчної бази навчального процесу;
7. Якiсть управлiння процесом пiдготовки фахiвцiв;

Практика пiдтверджує, що в сферi освiти можна керувати якiстю
навчання на основi двох складових:

– Оцiнки знань, навичок i умiнь випускникiв шляхом тестування
та iнших форм контролю;

– Оцiнки показникiв органiзацiї, процесу i засобiв навчання.
Досвiд показує, що переважно iнспектуючий стиль роботи над

якiстю успiху мати не може. У той же час якiстю можна i потрi-
бно управляти. Для цього потрiбно створювати таку систему забез-
печення якiстю, яка зрозумiла всiм учасникам освiтнього процесу,
ефективнiсть якої очевидна, впровадження не вимагає значних ма-
терiальних затрат, громiздкого документообiгу i зайвої звiтностi.

Стандарти i рекомендацiї для забезпечення якостi вищої освiти
в Європейському просторi [1] бiльше сфокусованi на тому, що має
бути зроблено i менше на тому, як цього досягти. Тому ВНЗ України
мають велике поле для iнiцiативи i визначення власних, особливо
процесуальних,задач та їх вирiшення з урахуванням особливостей
вузу.

[1] http://www.britishcouncil.org.ua/sites/default/files/standards-and-
guidelines_for_qa_in_the_ehea_2015.pdf
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У базовому ймовiрнiсному просторi (Ω, F, {Ft, t ≥ t0}, P ) розгля-
даються задачi для стохастичного параболiчного рiвняння.

I. Задача з iмпульсною дiєю та неперервними збуреннями

dtu(t, x, ω) =

[ ∑
k≤2b

AkD
k
xu(t, x, ω)

]
dt+

+

∑
k≤b

CkD
k
xu(t, x, ω)

 dw(t, ω), (1)

де t ∈ (t0, T ]; x ∈ Rn; ω ∈ Ω; t ∈ (τj , τj+1), j ∈ {1, 2, ..., N}, t0 < τ1 <
τ2 < ... < τN ≤ T ;

u(t, x, ω)|t=t0 = φ(x, ω), x ∈ Rn, (2)

при t = τj , j ∈ {1, 2, ..., N} – умова стрибка [1]

∆tu(t, x, ω)|t=τj = u(τj+0, x, ω)−u(τj−0, x, ω) = Lju(τj−0, x, ω), (3)

Lj ∈ R\{−1}.
II. Багатоточкова задача Кошi з напiввiнеровими збуреннями

dtu(t, x, ω) =

 ∑
|k|≤2b

AkD
k
xu(t, x, ω)

 dt+
+

∑
|k|≤b

CkD
k
xu(t, x, ω)

 dw∗(t, ω), (4)

де x ∈ Rn; t > 0; ω ∈ Ω; d∗w(t, ω) = d (− |w(t, ω)|),

µu(t, x, ω)|t=0−µ1u(t, x, ω)|t=t1
−. . .−µmu(t, x, ω)|t=tm

= ϕ (x, ω) , (5)
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крiм того,

u(t, x, ω)|t=0 = 1; u(t, x, ω)|t=ti = ϕi (x, ω) , i = 1, . . . ,m, (6)

{µ1, . . . , µm} ∈ (0;+∞), m = {2, 3, . . .}, {t1, t2, . . . , tm} ∈ (0, T ] i 0 <
t1 < t2 < . . . < tm = T .

Тут
∑

|k|≤2b

AkD
k
x,
∑
|k|≤b

CkD
k
x – диференцiальнi многочлени, w(t, ω)

– стандартний скалярний вiнерiв процес, φ(x, ω) з iмовiрнiстю 1 до-
пускає перетворення Фур’є.

Шукатимемо розв’язки задач (I) i (II) у виглядi оберненого пере-
творення Фур’є вiд деякої функцiї v(t, σ, ω):

u(t, x, ω) = F−1
σ→xv(t, σ, ω) =

1

(2π)
n

∫
Rn

eiσxv(t, σ, ω)dσ, σ ∈ Rn.

У результатi отримаємо вiдповiднi задачi для звичайного стоха-
стичного рiвняння з неперервними збуреннями [2]

dtv(t, σ, ω) =

 ∑
|k|≤2b

Ak(iσ)
k
v(t, σ, ω)

 dt+

+

∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k
v(t, σ, ω)

 d(I,II)w(t, ω), (7)

де d(I)w(t, ω) ≡ dw(t, ω), d(II)w(t, ω) ≡ d∗w(t, ω).
Його загальний розв’язок визначається формулою [2]

v(t, σ, ω) = c exp


 ∑

|k|≤2b

Ak(iσ)
k − 1

2

( ∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k

)2
 t+

+
∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k
d(I,II)w(t, ω)

 . (8)

Пiдставивши початковi данi (2), (3) та (5), (6) задач (I) i (II) змо-
жемо виписати розв’язки задач в образах Фур’є за допомогою нор-
мального фундаментального розв’язку cтохастичних задач Кошi для
рiвняння (7)

122



Q (t, σ, ω) ≡ exp


 ∑

|k|≤2b

Ak(iσ)
k − 1

2

∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k

2
 t+

+
∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k
dw(I,II)

 . (9)

Якщо виконується нерiвнiсть

Re
∑

|k|≤2b

Ak(iσ)
k
+

1

2

Im
∑
|k|≤b

Ck(iσ)
k

2

≤ −δ1|σ|2b + δ2,

δ1, δ2 > 0, σ ∈ Rn, яка є аналогом умови параболiчностi для де-
термiнованого рiвняння, то вона забезпечує iснування з ймовiрнiстю
1 обереного перетворення Фур’є матрицанта в задачi (I) i разом з

умовою
m∑
s=1

µsM {|Q (t, σ, ω)|} < µ – iснування функцiї Грiна задачi

(II). Тут M – операцiя математичного сподiвання. Застосувавши до
iнтегралiв, якими визначаються функцiї Грiна G в обох задачах, ле-
му [3] про перетворення Фур’є цiлих функцiй, отримаємо оцiнки для
похiдних

∣∣M {
Dk

xG (t, τ, x, ξ)
}∣∣.

За умови, що функцiя φ(x, ω) належить простору {C(Rn),M} зi
скiнченною нормою

|φ|{C(Rn),M} = sup
x
M {|φ(x)|} ,

розв’язки задач (I), (II) допускають нерiвнiсть∣∣M {
Dk

xu (t, x, ω)
}∣∣ ≤ ct−

|k|
2b sup

x
M {|φ(x, ω)|} , k ≤ 2b.

[1] Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с импуль-
сным воздействием. – К.: Вища школа, 1987. – 258 c.

[2] Гихман И.И., Скороход А.В. Стохастические дифференциальные уравне-
ния. – М.: Наука, 1968. – 357 c.

[3] Эйдельман С.Д. Параболические системы. – К.: Наукова думка, 1964. –
444 c.
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СПОГАДИ ВИКЛАДАЧIВ КАФЕДРИ

ТА ФАКУЛЬТЕТУ
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ДО 55-РIЧЧЯ КАФЕДРИ ПММ
Iван Федорович Григорчук

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач кафедри математичного аналiзу
Чернiвецького нацiонального унiверситету

у 1966 – 1999 роках

Хочу подiлитися спогадами про своїх друзiв – спiвробiтникiв ка-
федри ПММ, яких, на жаль, уже давно нема серед нас, а також про
деяких її випускникiв.

Влiтку 1960 року на рiчцi Прут, яка протiкає мiж двома селами
Тулова i Видинiв, я познайомився з молодим симпатичним хлопцем
Василем, який справив на мене велике враження своєю вихованi-
стю, культурою поведiнки. Вiн розповiв, що вiн родом з села Тулова
i навчається в аспiрантурi при Iнститутi математики Академiї наук
УРСР. У 1972 роцi цей хлопець, уже Василь Iванович Фодчук, по-
чав завiдувати кафедрою ПММ Чернiвецького унiверситету i нашi
зв’язки вiдновилися, а згодом переросли в дружбу.

Нашi приятельськi стосунки змiцнiли i завдяки дачним дiлян-
кам, якi волею долi були по сусiдству. Ми часто, вiдпочиваючи пiсля
фiзичної працi, обговорювали деякi питання суспiльно-полiтичного
життя країни. З наших спiлкувань я зрозумiв, що Василь Iванович
великий патрiот України, його батьки пiдтримували воякiв УПА, а
сам вiн вiрить, що буде жити в незалежнiй Українi. Його пророцтво
здiйснилося, але, на жаль, менше року Василь прожив пiсля прого-
лошення незалежностi України.

У Чернiвцях, пiсля хрущовської вiдлиги, я випадково познайо-
мився з сiм’єю Харукiв, яка пiсля багатолiтнього поневолення в та-
борах Гулагу за зв’язки з пiдпiллям ОУН-УПА, з Магадану пере-
їхала до Чернiвцiв. Як виявилося, Iван Миколайович Харук родом
iз Тулови, а його дружина, Зiнаїда Григорiвна – iз села Стецiвка,
яке знаходиться мiж Снятином i Городенкою. Одного разу я роз-
повiв Василевi Iвановичу про його землякiв – сiм’ю Харукiв. Моя
розповiдь дуже зацiкавила Василя i вiн попросив мене обов’язково
познайомити його з ними, що я й зробив. Так вони й подружилися.
Днi народження, Рiздво та Великдень ми вiдзначали разом, коляду-
вали i навiть спiвали гiмн України «Ще не вмерла Україна». Василь
Iванович спiвав разом з нами, хоча добре знав, що за це в той час
можна позбутися не лише посади, але й волi.
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Василь Iванович був не лише прекрасним науковцем, але й до-
брим сiм’янином. За яку б роботу вiн не взявся, завжди старався
виконати її якнайкраше. Його дачний будинок та земельна дiлянка
завжди були у взiрцевому станi.

При першiй же нагодi вiн старався вiдвiдати своїх батькiв. Коли
я їхав в напрямку Коломиї, Василь Iванович не пропускав нагоди по-
бувати в рiдному селi, склавши менi товариство. Так я познайомився
з його батьками та сестрою, чудовими людьми, якi також вiдiйшли
у вiчнiсть.

Сiльська хата, в якiй пройшли дитинство i юнiсть Василя Iвано-
вича, знаходилася на високому березi Прута, звiдки вiдкривається
прекрасна панорама: внизу рiчка Прут iз заплавами, луг, а далi пе-
редгiр’я Карпат. Часом лiтом, при яснiй погодi, можна з цього мiсця
побачити навiть найвищу гору Українських Карпат – Говерлу. Ко-
ли Василь Iванович вже почав вiдчувати деякi недомагання, восени
1991 року, то попросив мене поїхати в Карпати на один день. Вiн
планував частину вiдпустки лiтом провести в горах, але доля розпо-
рядилася iнакше.

Ще одним сусiдом по дачнiй дiлянцi був доцент кафедри ПММ –
Павло Прохорович Вчерашнюк. Павло був щирим, добрим товари-
шем, готовий завжди допомогти в разi потреби. Працюючи на дiлян-
цi, втомившись, любив наводити слова Галушки з п’єси О.Є. Корнiй-
чука «В степах України» – «каждий сєбє делает цвєтющую жiзнь».
Павло Прохорович дуже гордився своїм селом, Житомирщиною, i
вговорив мене поїхати в його рiднi мiсця. Його рiдне село (не запа-
м’ятав назви) справдi прекрасне. Ми гостили в його брата, батькiв
вже не було в живих. Посеред села великий став, поруч церква, шко-
ла, сiльська рада. Коли ми їхали по дорозi, зустрiчали лосiв, якi
не дуже охоче поступались дорогою. Павло Прохорович побував i в
моєму рiдному селi. Вiн володiв прекрасним голосом, часто любив
спiвати. Його голос виявився спiвзвучним з голосом мого родича, та-
кож Павла, i вони протягом вечора могли дати справжнiй концерт
української пiснi.

Вiд початку вiдкриття кафедри ПММ i аж до виходу на пенсiю в
1999 роцi я читав студентам кафедри курс лекцiй з математичного
аналiзу i курс з теорiї функцiй дiйсної змiнної. У зв’язку з цим хочу
подiлитися деякими спогадами про роботу кафедри з студентським
колективом. Вже починаючи з першого курсу, студентiв залучали до
дослiдницької роботи, вони систематично вiдвiдували лекцiї, не було
пропускiв занять без поважних причин i такi заходи дали хорошi
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результати. Всi випускники кафедри пiсля закiнчення навчання були
працевлаштованi на пiдприємствах, в науково-дослiдних установах.

Чимало з випускникiв кафедри захистили кандидатськi i доктор-
ськi дисертацiї, бiльшiсть iз них i на даний час працюють у вузах
України та за її межами. Добре менi запам’ятались студенти, якi ста-
ли докторами наук. Серед них професор, член-кореспондент НАН
України Василь Слюсарчук, професор, колишнiй завiдувач кафе-
дри МПУiК Федiр Сопронюк. На кафедрi диференцiальних рiвнянь
ЧНУ працюють мої колишнi студенти доценти Галина Перун та Iри-
на Лусте, на кафедрi ПММ доцентом працював Аркадiй Семчук.

Особливо запам’ятався менi випуск 1974 року, якому в 1971-72
навчальному роцi я читав семестровий курс з теорiї функцiй дiй-
сної змiнної пiсля чотирисеместрового курсу з математичного аналi-
зу, який вiв професор Микола Iванович Нагнибiда. Випускник Яро-
слав Бiгун, нинi доктор фiзико-математичних наук, професор, за-
вiдує кафедрою прикладної математики та iнформацiйних техноло-
гiй. Мирослав Пiтцик, кандидат фiзико-математичних наук, Заслу-
жений економiст України, виконавчий директор Всеукраїнської асо-
цiацiї органiв мiсцевого самоврядування "Асоцiацiя мiст України".
Доцентами кафедри математичного аналiзу працювали Надiя i Сте-
пан Лiнчуки. Вже немає серед нас кандидатiв наук Iвана Роголя й
Iвана Юртина. Доцентом кафедри математичного моделювання пра-
цює випускниця кафедри ПММ Тетяна Караванова, яку я пам’ятаю
як Романюк. Мiй земляк iз Покуття, кандидат технiчних наук Бог-
дан Шепетюк працює доцентом кафедри ПМтаIТ.
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СПОГАДИ ПРО РОБОТУ НА КАФЕДРI
ПРИКЛАДНОЇ МАТЕМАТИКИ I

МЕХАНIКИ
Михайлина Михайлiвна Дрiнь

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач кафедри прикладної математики i механiки

у 1974 – 2015 роках

Навчаючись у 1963–1968 рр. i працюючи в 1968–2015 рр. у Чер-
нiвецькому унiверситетi я пройшла шлях вiд студента i лаборанта
кафедри диференцiальних рiвнянь (1968–1974 рр.) до доцента кафе-
дри прикладної математики i механiки.

У 1974 роцi я була обрана за конкурсом на посаду асистента ка-
федри ПММ, а в 1989 роцi на посаду доцента цiєї ж кафедри, з якої
за власним бажанням була звiльнена в 2015 роцi.

Працюючи на кафедрi ПММ, я вела практичнi й лабораторнi за-
няття та читала лекцiї з усiх роздiлiв вищої математики для сту-
дентiв загальнотехнiчного факультету; числових методiв, баз даних,
дискретної математики та спецiального курсу «Математичне моде-
лювання природничих процесiв» для студентiв математичного фа-
культету; iнформатики для студентiв, якi навчалися за гуманiтар-
ним та соцiально-економiчним напрямами та спецiальностями.

Мої науковi працi були пов’язанi з дослiдженнями операторiв
Грiна параболiчних задач спряження (науковий керiвник професор
С.Д. Iвасишен), побудовою рiзницевих схем для крайових задач та
задач спряження для деяких квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь та
систем, дослiдження деяких нелокальних задач для параболiчних
псевдодиференцiальних рiвнянь.

Я вдячна долi, що вона дала менi можливiсть працювати 40 ро-
кiв на кафедрi ПММ. З точки зору педагогiки, я намагалась вчити
студентiв так, щоб вони бачили, де викладений матерiал може бу-
ти застосований i щоб вмiли його застосовувати, я старалася вчити
їх думати. Всi дисциплiни старалась читати чiтко i обґрунтовано, а
в математичних не обминати доведень. Для мене в життi не було
кращої роботи, нiж вивчати математику та викладати її.

У мене збереглись найтеплiшi почуття про роботу на кафедрi
ПММ. I це пов’язано в першу чергу з тим, що на кафедрi завжди па-
нувала доброзичлива, творча i дiлова атмосфера, взаємоповага мiж
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спiвробiтниками i керiвниками кафедри – свiтлої пам’ятi професором
Василем Iвановичем Фодчуком i нинiшнiм завiдувачем професором
Ярославом Йосиповичем Бiгуном. Керiвники кафедри завжди пiд-
тримували молодi науково-педагогiчнi кадри, дбали про покращення
навчального процесу i матерiально-технiчну базу кафедри. Вони ви-
магали серйозного ставлення до своєї роботи усiх спiвробiтникiв. За
це їм щира подяка i поклiн.

Щиро вдячна усiм спiвробiтникам кафедри, з котрими менi при-
ходилось працювати впродовж 40 рокiв. Буду рада спiлкуванню з
ними в подальшому.

Свiтла пам’ять про тих, що вiдiйшли у вiчнiсть: професора Фод-
чука Василя Iвановича, доцента Вчерашнюка Павла Прохоровича,
доцента Бортея Мирослава Степановича буде завжди зi мною.
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МОЯ КАФЕДРА – ПММ

Нiна Володимирiвна Котенко

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач кафедри прикладної математики та механiки

у 1967 – 2010 роках

Пiсля закiнчення в червнi 1967 р. кафедри ПММ ЧДУ i отримав-
ши червоний диплом, менi запропонували посаду асистента на цiй
же кафедрi. Зарахована на роботу 01.09.1967 р. До вступу в унiвер-
ситет у мене вже був стаж роботи на пiдприємствi – 1 рiк, 4 мiсяцi
i 14 днiв (такi в той час були вимоги до абiтурiєнтiв – мати 2 роки
стажу).

З Чернiвецьким нацiональним унiверситетом iменi Юрiя Федь-
ковича, а саме з кафедрою ПММ, у мене пов’язане життя до
31.08.2010 р., не враховуючи 5 рокiв навчання з 1962 по 1967 рр.
та роботи в iнших пiдроздiлах Чернiвецького унiверситету.

Працювати спочатку було дуже важко. Не вистачало професiй-
них знань, вмiнь, навичок, досвiду, знань методики викладання. А
ми в тi часи працювали на вечiрньому i заочному вiддiленнях загаль-
нотехнiчного факультету, фiзичного факультету, на деннiй i заочнiй
формах математичного факультету. Викладали вищу математику,
методи наближених обчислень (починали з арифмометрiв), лабора-
торiї спецiальностi i таке iнше. Навантаження було дуже рiзноманi-
тним, плюс курсовi та дипломнi. В роботi допомагали старшi това-
ришi. Особливу увагу придiляв навчанню молодих спецiалiстiв за-
вiдувач кафедрою професор Рубаник В.П. Потрiбно зауважити, що
заочники приїздили на заняття через кожних 2 тижнi, виконували по
3 контрольнi роботи в семестрi з обов’язковою спiвбесiдою з викла-
дачем щодо самостiйного їх виконання i наступним їх зарахуванням.
Молодим асистентам лекцiї читати не рекомендували.

Рубаник В.П. дуже серйозно i вимогливо вiдносився до пiдготов-
ки молодих кадрiв. Дуже часто вiдвiдував нашi пари. Дуже не лю-
бив, коли зошит з розв’язаними задачами ми тримали перед дошкою
в руках. Робив дуже слушнi зауваження, iнколи навiть сварив, але
дуже толерантно. Доручав доцентам кафедри вiдвiдувати нашi пари
i в разi потреби робити потрiбнi зауваження. Вiн зобов’язував молодь
обов’язково вiдвiдувати його лекцiї, особливо з вищої математики.
Дуже часто пропонував проводити нам вiдкритi пари з наступним
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їх обговоренням на засiданнi кафедри з метою допомоги i пiдняття
професiйного рiвня молодих кадрiв.

Варто вiдзначити, що на факультетi дуже iнтенсивно працював
методичний семiнар, на якому завжди обговорювались усi вiдкритi
пари, лекцiї усiх викладачiв факультету. На вiдкритi пари запро-
шувались усi вiльнi вiд занять викладачi, особливо молодь, а також
корифеї факультету, якi давали необхiднi поради при обговореннi
вiдкритих пар. Завдяки цьому наш факультет був, є i залишається
кузнею потужних професiйних кадрiв i сучасних iнформацiйних те-
хнологiй. Бажаю факультету процвiтання, наукових i творчих здо-
буткiв, а також сучасних i належних професiйних кадрiв.

Було на нашому факультетi ще таке правило: перед кожним свя-
том, згiдно складеного графiка, кожна кафедра готувала елемен-
ти художньої самодiяльностi: рiзнi виступи, спiви, уривки з вiдомих
п’єс, дружнi шаржi, плакати тощо. Збирались у великiй залi гурто-
житку. Було дуже весело. Фуршетiв не було.

Згадую ще як В.П. Рубаник читав вже на старших курсах спец-
курс. Досить складний, не пам’ятаю назви. Але дуже не любив, коли
користувались шпаргалками. У нього було двi пари окулярiв: однi
для аудиторiї, другi – для себе. Першими дивився на студентiв i в
разi пiдозри робив рiзке зауваження.

Я нiколи не користувалась «шпорами», а тут вперше в життi ви-
рiшила скористатись, але Василь Павлович в цей момент подивився
на студентiв i зробив вголос попередження, щоб усi забули за «до-
датковий матерiал», iнакше – «2». Менi було так соромно, що пiсля
цього я вже нiколи i не думала чимось таким користуватися.
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СПОГАДИ ПРО ПРОФЕСОРА
В.П. РУБАНИКА

Зiнаїда Леонiдiвна Кравченко

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач кафедри прикладної математики та механiки

у 1962 – 1990 роках

Професора В.П. Рубаника я знала з 1953 р., коли була студен-
ткою фiзико-математичного факультету, математичної групи (кафе-
дра математичного аналiзу), а вiн на той час працював на кафедрi
диференцiальних рiвнянь.

В 1956 р. я закiнчила унiверситет за спецiальнiстю «Математи-
чний аналiз». В.П. Рубаник був Головою Державної екзаменацiйної
комiсiї. Математикiв-випускникiв в 1956 роцi було лише 17, деякi з
них пiзнiше довгий час працювали в унiверситетi.

В 1961 р., пiсля вiд’їзду проф. М.К. Фаге, В.П. Рубаник очолив
кафедру математичного аналiзу, де я тодi працювала на посадi iн-
женера. В 1962 р. була створена кафедра прикладної математики i
механiки (ПММ), яку очолив В.П. Рубаник.

Я працювала на кафедрi ПММ асистентом (з 1962 р.), викладачем
(з 1964 р.), старшим викладачем (з 1967 р.), доцентом (з 1979 р.).
Вийшла на пенсiю в 1990 роцi.

Основним напрямком наукових дослiджень кафедри була теорiя
коливань нелiнiйних систем iз запiзненням.

На кафедрi працювали спочатку Г.В. Ножак, Ю.I. Марченко,
П.П. Вчерашнюк, М.М. Iгнатенко (Майданюк), З.Л. Кравченко (Се-
редюк), П.Ф. Ярема, Є.М. Круг, В.С. Шкiльнюк, I.А. Антипова (до
1963 р.), Л.К. Старик (до 1963 р.), З.I. Вiтер, Г.Т. Кость. Пiзнiше
працювали Є.Ф. Царков, А.М. Садов’як, М.Л. Свердан, Д.О. Мiгу-
ца, В.К. Ясинський, Л.I. Ясинська, Н.В. Котенко та iншi.

В.П. Рубаник внiс значний вклад в науку. В 1964 р. вiн захистив
докторську дисертацiю, а в 1969 вийшла його перша монографiя
«Колебания квазилинейных систем с запаздыванием» (М.: Наука,
1969 г.).

В.П. Рубаник приклав багато зусиль для створення обчислюваль-
ної лабораторiї при математичному факультетi, йому належала iнi-
цiатива проведення трьох всесоюзних конференцiй з теорiї диферен-
цiальних рiвнянь з аргументом, що вiдхиляється (1965 р., 1968 р.,
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1972 р.), в яких брали участь вiдомi вченi, а також викладачi кафе-
дри ПММ.

Василь Павлович був дуже енергiйним i вимогливим керiвником.
Вiн допомагав багатьом викладачам кафедри як у науковiй, так i
в педагогiчнiй роботi, а також передавав великий науковий досвiд
студентам.

Пiд керiвництвом В.П. Рубаника в Чернiвецькому унiверсите-
тi було захищено 8 кандидатських дисертацiй (Ножак Г.В., Мар-
ченко Ю.I., Iгнатенко М.М., Кравченко З.Л., Ярема П.Ф., Гайсе-
нюк Б.С., Старик Л.К.).

В.П. Рубаник займався не тiльки науковою i педагогiчною робо-
тою. Вiн мав широке коло iнтересiв, зокрема вiн займався спортом
(ковзани), туризмом, цiкавився мистецтвом, музикою.

У 1972 р. на базi кафедри ПММ була створена кафедра мате-
матичних проблем управлiння i кiбернетики i частина викладачiв
перейшла на цю кафедру, очолив її професор Рубаник В.П. Кафе-
дрою ПММ став завiдувати Василь Iванович Фодчук, який перед
цим захистив докторську дисертацiю.
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СПОГАДИ ПРО ВЧИТЕЛЯ
Володимир Петрович Лавренчук

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач фiзико-математичного факультету, математичного

факультету i факультету прикладної математики
в 1960 – 2010 роках

Одним iз найшанованiших мною унiверситетських викладачiв є
Василь Павлович Рубаник. Склалося так, що пiд його керiвництвом
я виконував двi курсовi, а потiм i дипломну роботу. Зрозумiло, що
не все вдавалося при написаннi цих робiт. Василь Павлович нiко-
ли не сердився i не читав моралi, а делiкатно i спокiйно пояснював,
що i як треба зробити. До своїх учнiв вiн ставився з повагою i дбав
про їх подальше працевлаштування. Виконуючи обов’язки завiдува-
ча кафедри диференцiальних рiвнянь, при розподiлi на роботу випу-
скникiв вiн запропонував менi залишитися на посадi асистента цiєї
кафедри.

Розпочавши викладацьку роботу, я вiв практичнi заняття з вищої
математики для студентiв фiзичного факультету, а лекцiї їм читав
Василь Павлович. Розробляючи робочу програму з курсу, вiн де-
тально розписував, що я маю дати студентам i в якому обсязi. У тi
часи лектор i завiдувач кафедри часто вiдвiдували заняття асистен-
тiв. Пiд час обговорення заняття Василь Павлович, роблячи розбiр
заняття, звертав мою увагу на огрiхи у викладi матерiалу i робив це
надзвичайно доброзичливо, супроводжуючи все глибоким аналiзом
як змiсту, так i мови викладання.

Працюючи асистентом кафедри диференцiальних рiвнянь, я про-
довжував наукову роботу з Василем Павловичем, брав участь у ро-
ботi наукового семiнару, яким вiн керував. Оскiльки, пiсля подiлу
у 1962 роцi кафедри диференцiальних рiвнянь i утворення кафедри
прикладної математики та механiки, я залишився на кафедрi дифе-
ренцiальних рiвнянь, яку очолив професор Ейдельман С.Д., то тре-
ба було визначатися з подальшим напрямком наукової роботи. У цей
час В.П. Рубаник активно займався написанням докторської дисер-
тацiї i тому не мав можливостi визначитися з моєю темою кандидат-
ської дисертацiї. Оскiльки С.Д. Ейдельман запропонував займатися
науковими дослiдженнями з ним, то я змiнив наукового керiвника i
тематику наукової роботи. Василь Павлович не образився на мене,
але часом жартiвливо казав, що я «пєрєбєжчiк».
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Слiд вiдзначити надзвичайну працездатнiсть Василя Павловича i
смiливiсть братися за новi напрямки в науцi. Так, працювавши на ка-
федрi диференцiальних рiвнянь, вiн взявся за органiзацiю кафедри
прикладної математики та механiки, розробивши при цьому повне
науково-методичне забезпечення курсiв, якi читалися на новiй кафе-
дрi. Через десять рокiв Василь Павлович заснував кафедру МПУiК.
Завдяки його зусиллям на нашому факультетi з’явився прикладний
напрямок в науковiй роботi i пiдготовцi фахiвцiв.

Василь Павлович був надзвичайно вiдповiдальною людиною, зав-
жди намагався допомогти молодим науковцям у захистi кандидат-
ських дисертацiй. Працюючи проректором унiверситету з наукової
роботи, вiн зумiв органiзувати раду по захисту кандидатських дисер-
тацiй з математики в унiверситетi. Крiм того, вiн проводив науковi
конференцiї в унiверситетi, публiкуючи їхнi результати окремими
збiрниками, а це давало можливiсть публiкувати швидше свої ре-
зультати молодим науковцям. Зокрема, вiн багато допомiг i менi з
публiкацiями i захистом кандидатської дисертацiї, не тримаючи на
мене зла, що я перейшов до iншого керiвника.

Треба вiдзначити, що Василь Павлович крiм занять математи-
кою цiкавився лiтературою i музикою. Пам’ятаю, що мене вразила
його домашня бiблiотека своїм багатством i рiзноманiтнiстю. Вiн був
справжнiм викладачем, працелюбною i порядною людиною.
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ПРО КАФЕДРУ ПММ

Дмитро Олексiйович Мiгуца

Кандидат фiзико-математичних наук, доцент
Викладач кафедри прикладної математики та механiки

у 1969 – 2012 роках

Народився 13 жовтня 1939 року в селi Мариничi, Путильського
району Чернiвецької областi.

У жовтнi 1947 року нас вивезли, як переселенцiв, в Пермську
область, мiсто Губаха, селище 72 пiкет, де ми проживали до 1956
року. Батьки на початках ходили до мiлiцiї вiдмiчатися один раз на
мiсяць. З 1954 року вiдмiчалися тiльки один раз на рiк.

Там у 1949 роцi я пiшов у школу. В 1956 роцi, закiнчивши 7-й
клас, пiшов вчитися у вечiрню школу i влаштувався на роботу. З
1955 року ми могли вже повернутись в Україну i в кiнцi 1956 ро-
ку (перед самим Новим Роком) переїхали на Батькiвщину i посе-
лилися у селi Мариничi. Починаючи з третьої чвертi, я продовжив
навчання у 8 класi (денна форма навчання) у школi, яка була i є
в даний час у с. Розтоки, Путильського району. Школу закiнчив у
1959 роцi. Восени цього ж року був призваний до лав Радянської
Армiї. Вiдслужив в армiї три роки в Житомирськiй областi, мiсто
Новоград-Волинський. На третьому роцi служби в армiї вiдвiдував
пiдготовчi курси по вступу до вищих навчальних закладiв. По за-
кiнченнi курсiв у серпнi 1962 року я подав документи до ЧДУ на
математичне вiддiлення фiзико-математичного факультету. Скла-
дав таких п’ять iспитiв: математика (усно), математика (письмово),
фiзика (усно), iноземна мова (усно), українська мова та лiтература
(письмово). Оскiльки я вивчав українську менше 2,5 рокiв, то менi
прийшлося з української мови та лiтератури проходити спiвбесiду з
цього предмету.

Отже, в 1962 роцi я став студентом фiзико-математичного фа-
культету ЧДУ, математичне вiддiлення. Деканом факультету був
доцент Беляєв Микола Григорович, а заступником Коцюмаха Павло
Анан’євич. Пам’ятаю такий випадок при вступi: стою я на третьому
поверсi 1-го корпусу у вiйськовiй формi i до мене пiдходить Коцю-
маха П.А. i запитує, у якiй аудиторiї я складаю iспит. Пiсля цього
вiн пiшов вiд мене.
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Перших два курси математики разом слухали всi загальнi пре-
дмети. Нас вчили досвiдченi викладачi: Беляєв Микола Григоро-
вич, Нестеренко Михайло Iванович, Голець Богдан Iванович, Фi-
шман Карл Морiцович, Собчук Василь Степанович, Калюш Олексiй
Валерiйович, Васюк Леонiд Iванович, Балазюк Таїсiя Назарiвна, Са-
сько Галина Михайлiвна та iншi.

На третьому курсi нас розподiлили по кафедрах, згiдно з спецi-
алiзацiєю. Я вибрав згiдно з поданою заявою кафедру прикладної
математики та механiки, що утворилася в 1962 роцi i завiдувачем
якої був доцент Рубаник Василь Павлович. На данiй кафедрi чи-
тали рiзнi курси такi викладачi: Рубаникд Василь Павлович, Круг
Юхим Матвiйович, Вчерашнюк Павло Прохорович, Марченко Юлiя
Iванiвна, Ножак Георгiй Васильович, Майданюк (Iгнатенко) Марiя
Миколаївна, Свердан Михайло Леонович, Кравченко Зiнаїда Леонi-
дiвна та iншi. Навчалися ми переважно у першому корпусi. Пам’я-
таю, в аудиторiях були старi шкiльнi парти i у 8 аудиторiї ще не було
амфiтеатру. На той час студенти отримували стипендiю у розмiрi 22
карбованцiв того часу. З першого по четвертий курси проживав у
гуртожитку №4, який розташований по вулицi Поштовiй, спочатку
у 7 кiмнатi, а потiм у 52 кiмнатi. Їжу готували ми самi на гурто-
житськiй кухнi. Менi доручили грошi для покупки продуктiв i я був
звiльнений вiд приготування їжi. Їжу готували по черзi студенти,
якi проживали у кiмнатi. Таке було напрочуд веселе i вiдповiдальне
студентське життя.

Пiсля розподiлу по кафедрах мене призначили старостою групи,
а також старостою всього курсу, яким був до завершення навчання
в унiверситетi.

На п’ятому курсi я був на виробничiй практицi у Києвi в КВIАВУ
(Київське вище авiацiйне вiйськове училище). Практикою керував
професор Гробов Валерiан Олександрович i вiн був моїм спiвкерiв-
ником дипломної роботи, а керiвником вiд кафедри був доцент Павло
Прохорович Вчерашнюк.

В 1967 роцi закiнчив навчання в унiверситетi по спецiальностi
обчислювальна математика i був, згiдно з розподiлом, направлений
на роботу в Архангельську область, Котласький район на Паперово-
бавовняний комбiнат, де працював iнженером-програмiстом. Там я
пропрацював до 12 сiчня 1969 року. Пiсля року роботи на комбiнатi
менi надали вiдпустку i я приїхав в Україну. По завершенню вiд-
пустки, повертаючись назад на роботу, я завiтав на кафедру, яку
закiнчував. На той час викладач кафедри Садов’як Антон Михай-
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лович мав вступати в аспiрантуру i завiдувач кафедри Василь Па-
влович Рубаник запропонував менi подати документи на конкурс
по обранню на посаду асистента кафедри. По приїзду на роботу, пi-
сля вiдпустки, я оформив документи i вiдiслав їх в унiверситет для
участi в конкурсi. На початку 1969 року менi сповiстили, що мене
обрано по конкурсу на посаду асистента кафедри прикладної мате-
матики та механiки. Менi прийшлося їхати у Москву в Мiнiстерство
для отримання вiдкрiплення, з великими потугами менi вдалося йо-
го отримати i я приїхав в Чернiвцi 12 сiчня 1969 року, а з 13 сiчня
1969 року я почав працювати спочатку асистентом, а потiм доцентом
на кафедрi прикладної математики та механiки, де пропрацював до
серпня мiсяця 2012 року, тобто 43 роки. Працюючи на кафедрi, я
продовжив науковi дослiдження по темi, по якiй я писав дипломну
роботу. Керiвником роботи був доцент кафедри Вчерашнюк Павло
Прохорович (02.02.1930–04.12.1987). Наукову роботу виконував без
вступу до аспiрантури. У червнi 1977 року захистив кандидатську
дисертацiю на тему: «Динамiка обертальних рухiв твердого тiла вiд-
носно неголовних осей iнерцiї». Захист дисертацiї вiдбувся 28 червня
1977 року на засiданнi спецiалiзованої ради К 016.50.03 при Iнститу-
тi математики АН УРСР м. Київ. Офiцiйними опонентами були: до-
ктор фiзико-математичних наук, професор Володимир Васильович
Бiлецький (м. Москва) та доктор технiчних наук, професор Валерi-
ан Олександрович Гробов (м. Київ). Провiдною установою був Київ-
ський державний унiверситет. Дисертацiя була виконана на кафедрi
прикладної математики та механiки Чернiвецького державного унi-
верситету.

Неодноразово брав участь у мiжнародних, республiканських на-
укових конференцiях з доповiдями, науковi працi були надрукованi
у мiжнародних та республiканських журналах, робив дописи в унi-
верситетську газету про вчителя Вчерашнюка Павла Прохоровича.

В 1988 роцi менi було присвоєно вчене звання доцента по кафедрi
прикладної математики i механiки. Мною пiдготовлено i надрукова-
но понад 45 наукових праць та 14 навчально-методичних посiбникiв.
В 1999 роцi, по досягненнi 60 рiчного вiку, я вийшов на пенсiю, але
пропрацював ще на пенсiї з 1999 року по 2012 рiк (13 рокiв), за що я
вдячний всьому колективу кафедри, та особисто завiдувачам кафе-
дри.

За час роботи на кафедрi мною були прочитанi лекцiї з таких
предметiв: теоретична механiка (денна та заочна форми навчання),
вища математика (вечiрня та заочна форми навчання), методи на-
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ближених обчислень (заочна форма навчання), спецiальний курс –
теорiя оптимального керування (денна форма навчання, студентам
прикладникам). Керував курсовими та дипломними роботами сту-
дентiв, якi спецiалiзувалися по кафедрi прикладної математики. Ке-
рував виробничою практикою студентiв-прикладникiв, возив части-
ну цих студентiв на практику за межi областi.

Неодноразово був куратором студентських груп кафедри, почи-
наючи з 1969 року, тобто з початку моєї роботи на факультетi. Деякi
групи, де я був куратором, займали призовi мiсця у змаганнях мiж
групами всього факультету. Довший час на факультетi був вiдповiд-
альним за оформлення корпусу та колони математичного факульте-
ту до вiдповiдних свят. Брав активну участь у виборчiй компанiї. За
активну роботу неодноразово був вiдзначений грамотами факульте-
ту та унiверситету, а до вiдзначення 50 рiччя з дня утворення ка-
федри (2012 рiк) був нагороджений грамотою та цiнним подарунком
вiд iменi голови Обласної Ради Чернiвецької областi.

За весь час роботи на кафедрi щодо проведення занять до мене не
було нiяких зауважень. За 43 роки працi на кафедрi жоден завiдувач
кафедри до мене не приходив на заняття. Не знаю чи це було довiрою
до мене, чи якась iнша причина.

Хочу пригадати такий факт: читаючи лекцiю з предмету «Теорiя
оптимального керування», 1-а пара, понедiлок, 4 курс, студенти ка-
федри прикладної математики, продзвонив дзвоник, я уже почав па-
ру, вiдкриваються дверi аудиторiї (це була 33 аудиторiя, бiля дошки
пiдвищення) i в аудиторiю заходить декан факультету Крехiвський
Володимир Васильович, сiдає на передостанню парту. Я продовжив
читання лекцiї i по завершеннi пари декан закликає мене в деканат
на обговорення проведеної пари. Обговорення проведеної пари не
було тривалим, основний недолiк проведеної пари був висловлений
Володимиром Васильовичем те, що немає потреби запам’ятовувати
весь лекцiйний матерiал, а можна би було пiдглянути в конспект. Я
вважаю, що декан був толерантним i справедливим, за що я йому i
по сьогоднi вдячний.

У моєму життi був ще один факт, дуже неприємний для мене i
мiг спричинити змiну мiсця роботи. Хтось написав донос, що моя
родина i я з нею були iнтернованi в 1947 р. Але з допомогою декана
факультету Володимира Васильовича Крехiвського i мого науково-
го керiвника Павла Прохоровича Вчерашнюка вдалось побороти цю
прикрiсть.
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